2.7. SLOZENO KRETANJE TACKE

To je kretanje tacke po telu koje se krece u odnosu na nepokretno telo; odreduje se u dva
koordinatna sistema- prvi je sistem O;xyz koji se vezuje za nepokretno telo a drugi je pokretni O&ng
koji se ¢vrsto vezuje za pokretnu tacku i krece se zajedno sa njom u odnosu na sistem referencije.

Relativno kretanje - proucava se u sistemu O&nc; relativna
putanja je AB; relativna brzina v,, relativno ubrzanje a,.,
relativni vektor polozaja r

Prenosno kretanje - proucava se u sistemu O;xyz; to je
kretanje tacke tela sa kojom se tacka M poklapa u datom
trenutku; brzina te tacke je prenosna brzina v,, ubrzanje

p b
prenosno ubrzanje d ,.

Apsolutno kretanje - kretanje u odnosu na nepokretni
sistem referencije O;xyz; putanja je apsolutna putanja a
brzina i ubrzanje: apsolutna brzina v, i apsolutno ubrzanje

X

d, . Slozeno (apsolutno) kretanje je rezultat slaganja prenosnog i relativnog kretanja. Vektor 7

definiSe polozaj tela u odnosu na nepokretni sistem O;xyz. Apsolutni polozaj tacke, u odnosu na

nepokretni sistem O;xyz odreden je apsolutnim vektorom

polozaja 7, . relativna
putanja

apsolutna
putanja

2.7.1. Slaganje brzina

Moze se posmatrati prvo relativno, pa zatim prenosno \G
kretanje ili obrnuto. Kao rezultat slaganja relativnog
MM’ i prenosnog pomeranja M’M”, tatka M dolazi u
polozaj MM”. Pomeranje MM” predstavlja apsolutno
pomeranje tacke M, za vreme At.

putanja

Apsolutna brzina se raduna po obrascu: [Vq =V, +V).| Vektori V,,V,,V, imaju pravce tangenti

na odgovarajuée putanje (apsolutnu, relativnu i prenosnu). Pravac vektora apsolutne brzine v,

dobija se konstrukcijom paralelograma nad vektorima v, i v, a intenzitet se odreduje primenom

. 2 2
kosinusne teoreme: v, = Jvf +vp —2v vy cos(n—a), =|Vg = \/Vr +v,+2v,v,cosa.

(aje ugao izmedu v, i v,), pravac brzine v, odreduje ugao S koji zaklapaju brzine v, i v,.

2.7.2. Slaganje ubrzanja
ﬁ%_ﬁﬁ+ﬁp dv,

=V, +V,. =—r 4 =,

4 d dt  dt dt
Na promenu relativne brzine u toku vremena uti¢e i prenosno i
relativno kretanje (a); promena prenosne brzine zavisi i od prenosnog

i od relativnog kretanja (b).

v, =4,

(d‘—}'r )r . (d\jr )p N (d‘_}.P )p n (d‘_jp )r
— d"
(@7,), -4, relativno ubrzanje; : i )p
dt " dat

Apsolutno ubrzanje je: d, =

= le prenosno ubrzanje;
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(d‘jr )p + (d‘_;]? )
dt dt
prenosnog i promenu prenosne brzine u procesu relativnog kretanja.

r

=d,,, - Koriolisovo ubrzanje - uzima u obzir promenu relativne brzine u toku

Konacan izraz za apsolutno ubrzanje tacke M: |d, =d, +d, + ﬁw,.‘

av, . . - .
Sasl. a): (d)P = ((,3p XVr) po Ojlerovom obrascu za obrtanje brzine v, usled ugaone brzine ®, .
t

R _ . .- av
Sa sl. b): (dﬁp)rzﬁl’,—ip:a)prM'—a)prM:a)poM =@, xV,dt; = @:@pxﬁr;

Vektor Koriolisovog ubrzanja jednak je: ‘a cor =20, XV,

Intenzitet je jednak: (a je ugao izmedu vektora

Aeop =20, v, SN0,

@, 1 V,). Pravac vektora a,,, je normalan na ravan koju ¢ine vektori
c?)p i v,,asmer se odreduje po pravilu desne ruke.
®p a,, =0 ako je: a) prenosno kretanje translatorno ili je slucaj trenutne
translacije (@,=0); b) kada je c?)pHT)r (sina=0); c)kada je v,=0.
vl Kada su vektori @, i v, upravni medusobom (sina=1): a.,. =2®,v,. Smer
7 900/ » vektora d,, dobijamo tako §to vektor ¥, obrnemo za 90° u smeru prenosnog
by
obrtanja (kao na slici).
2.8. SLOZENO KRETANJE KRUTOG TELA
Ako se telo kre¢e u odnosu na pokretni koordinatni sistem j E D W
(relativno kretanje), dok se taj sistem istovremeno prenosno krece u T§ IN— -
odnosu na nepokretni koordinatni sistem (prenosno kretanje), rezultujuce v 3.

(apsolutno) kretanje tela naziva se sloZzeno kretanje.

2.8.1. Slaganje translatornih kretanja j |§

Ako se Stap AB translatorno kre¢e brzinom v =v, a kliza¢ D translatorno brzinom v, =v,,
slaganjem nastaje translatorno kretanje a apsolutna brzina tog kretanja jednaka je .

2.8.2. Slaganje obrtanja tela oko dve paralelne ose

Prenosno obrtanje - krivaja O,0 obrée se oko ose O;z; ugaonom brzinom
wy; relativno obrtanje- kruzna ploca se obrée oko ose Oz ugaonom
brzinom @,. Ploca izvodi rezultuju¢e ravno kretanje, u ravni koja je

upravna na ose Oz i O;z;.

13 13 Z
Z

\ z,

B A2

Z;

sl
Y
>
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1) Ako su obrtanja oko osa u istom smeru rezultuju¢a ugaona brzina, oko trenutne ose, jednaka je
. Vektor @ lezi u ravni vektora ®,i®, paralelan je sa njima, istog je smera i nalazi se
izmedu njih (sl.a)

2) Kada su obrtanja u suprotnim smerovima, rezultuju¢a brzina je .Vektor o lezi uravni
vektora ®, i®,, paralelan je sa njima, ima smer vektora vece brzine i nalazi se na strani vece
ugaone brzine (sl. b).

3) Kineticki spreg ili spreg ugaonih brzina nastaje u slu¢aju da su ugaone brzine jednake w,=w, =
brzine tacka vy=w;d, vg=w,d su jednake, paralelne i usmerene u istu stranu (trenutna translacija).

Slika pokazuje primere obrtanja
spregnutih zupcCanika oko
paralelnih osa.

2.8.3. Slaganje obrtanja oko osa koje se seku

Relativno kretanje tela je obrtanje ugaonom brzinom @, oko ose koja je ¢vrsto vezana za krivaju, a
prenosno kretanje je obrtanje krivaje brzinom ;. Brzina tacke O e biti jednaka nuli, rezultujuce
kretanje ¢e biti obrtanje oko nepokretne tacke O (na slici
levo).

Rotacija oko trenutne ose obrtanja izvodi se ugaonom
brzinom . Trenutna osa obrtanja usmerena je
po dijagonali paralelograma konstruisanog nad vektorima
ugaonih brzina @ i®,. U toku vremena, trenutna osa
obrtanja menja svoj polozaj

opisivaju¢i konusnu povrsinu, \e, 2 0}
¢iji se vrh nalazi u tacki O. iﬂF/ A
A R
Primer  ovakvog  sloZenog o @ 0
kretanja imamo kod konusnih L
v .h h . 1. . (‘)1 R
zupcastih mehanizama (na slici 3
desno) i kod diferencijalnih  , L P
v

prenosnika.

2.9. ZADACI 1Z SLOZENOG KRETANJA

ZADATAK 2.19. (sloZeno kretanje klizac¢a): Mehanizam, prikazan
na slici, ¢ine pogonska poluga OA=20cm, poluga O;B=100cm i
kliza¢ koji je zglobno vezan za kraj A poluge OA i pomera se duz
poluge O;B. Poluga OA rotira oko nepomic¢ne ose O sa brojem
obrtaja n=60 o/min. Za polozaj mehanizma u kome je ugao ¢:9¢ ,
naci ugaonu brzinu poluge O;B i brzinu kretanja klizaca duz poluge
0O,;B. Rastojanje OO0,;=a=40cm.

m_7 80 62874

30 30 s

Kliza¢ vrsi slozeno kretanje: relativno se kre¢e duz poluge OB i zajedno sa njom vrsi prenosno
obrtno kretanje oko nepomicne ose kroz tacku O;. Apsolutno kretanje klizaca je obrtanje oko

nepomicne ose O, sa polugom OA za koju je vezan.

Resenje: Ugaona brzina poluge OA: o =
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Apsolutna brzina tacke A je vektor normalan na pravac OA, usmeren B
nadole saglasno smeru ugaone brine @ i brojno je jednak:

v, =04 -©0=20-21=20-628=40n=1256"".
N

Relativna brzina klizaca i tacke A na njemu usmerena je duz poluge OB
nadole. Prenosna brzina tacke A jednaka je brzini tacke na poluzi OB sa
kojom se u tom vremenskom trenutku poklapa tj. vektor prenosne brzine
ima pravac normalan na polugu O;B i ima intenzitet v, = Oj4- ¢y, gde je
oo ugaona brzina obrtanja poluge O;B oko nepomicne ose kroz tacku O;.
Vektor apsolutne brzine v, moze se razloziti na pomenute pravce vektora

V. (duz poluge) i v, (normalno na polugu). Tako se dobija prikazani 0, !
paralelogram brzina.
Za trougao OO;A moZemo pisati: 0,4 = \/ (00, + 042 =40% +20% = 2000 = 44, 7cm ,

00, _ 40 _ 0,8948: cosa = 04 _ 20 _ 0,4474 . U paralelogramu brzina je ugao izmedu
04 447 04 447

vektora v, i v, takode jednak a. Zato ¢e intenziteti prenosne i relativne brzine biti jednaki:

sina =

v, =V, cos00=1256-04474=562"" v, = v, sina=1256-08948 =1124 7"
S S
Posto je v, =014 -0p;, ugaona brzina poluge bi¢e jednaka: @, :% = 22’3 = 1,26ﬂ, 1 bice
1 )

usmerena (saglasno smeru brzine v, ) u smeru kazaljke na satu.

ZADATAK 2.20. (sloZeno kretanje klizac¢a): Mehanizam, prikazan
na slici, ¢ine pogonska poluga OA=0,15m, ugaona poluga i kliza¢
koji je zglobno vezan za kraj A poluge OA i pomera se duz ugaone
poluge. Poluga OA rotira oko nepomicne ose O sa konstantnim
brojem obrtaja n=300 o/min. Ugaona poluga se moze pomerati
translatorno duz svoje horizontalne vodice. Za polozaj mehanizma u
kome je ugao g0:450 , na¢i brzinu kretanja ugaone poluge i brzinu
kretanja klizaca duz poluge.

: Resenje:

Ugaona brzina poluge OA: = m_ 7300 107 =3 1,4@.
30 30 s
Kliza¢ vrsi slozeno kretanje: relativno se krece duz kraka poluge AB i zajedno sa njom vrsi
prenosnu translaciju. Apsolutno kretanje klizaca je obrtanje oko nepomicne ose O, sa polugom OA
za koju je vezan. Apsolutna brzina tacke A je vektor normalan na pravac OA, usmeren nadole

saglasno smeru ugaone brine @ i brojno je jednak:

ve=04-0=0]15-314= 471 Relativna brzina tacke A usmerena je
N

duz kraka ugaone poluge nadole. Prenosna brzina tacke A jednaka je
brzini tacke ugaone poluge sa kojom se u tom trenutku poklapa t;j.
vektor prenosne brzine ima pravac paralelan horizontalnoj vodici.
Vektor apsolutne brzine v, moze se razloziti na pravce vektora v,

(duz kraka poluge) i v, (horizontalni pravac) da bi se dobio

paralelogram brzina. Posto je dati ugao ¢=45", ugao izmedu vektora
v, 1 vertikale AA' je takode jednak 45, kao ugao sa paralelnim
kracima (ili preko dopune uglova). Posto je vektor prenosne brzine
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v, horizontalan i ugao izmedu vektora v,1 v, takode je jednak 45, Ugao izmedu vektora 7, i ¥,

jednak je 45”+15°=60". Intenziteti vektora prenosne i relativne brzine ée biti jednaki:

v, =vgcos 450 =4,71.0,707 =333, v, =v, cos 60° =4,71.05=235"
S N

s
- ~
' N ~

\ ZADATAK 2.21. (sloZeno kretanje klizaca): U mehanizmu krivaje sa
kulisom, prikazanom na slici, kraj A krivaje 1 duzine 400mm je zglobno
vezan sa kliza¢em 2 koji se moze pomerati duz proreza u kulisi 3, ¢ime
on dovodi kulisu u povratno translatorno kretanje. Krivaja OA rotira oko
nepomicne ose O sa konstantnim brojem obrtaja n=90 o/min. Za poloZaj
mehanizma u kome je ugao a=30, naéi brzinu kulise i brzinu kretanja
klizaca duz kulise.

% Z Resenje: Ugaona brzina poluge OA: @ = 3—”3 = 37[ﬂ = 9,4@.
: s s

Apsolutna  brzina tacke A  (pravac normalan na OA):

v, =3760 22 =376
N S

Brzina kretanja kulise (prenosna) (smer nadole): v, =v, cos 60° = 1,88% .

m
Relativna brzina klizaca (smer ulevo): v, = v, cos 300 =3,25 -

ZADATAK 2.22. (sloZeno kretanje klizaca):Kliza¢ A se pomera duz vodice pomocu poluge koja
se obrée oko nepokretne ose O, pri cemu je
rastojanje #=20cm. Odrediti brzinu klizaca ako
je ugaona brzina poluge w=5s" za polozaj
mehanizma sa uglom (p=6d) .

Resenje: Rastojanje OA jednako je:

20 = 5in60° — 04 = '20 5

sin 60

Prenosna brzina je brzina one tacke poluge
koja je u trenutnom dodiru sa klizacem,
normalna je na polugu, usmerena nadole:

=23cm

cm . . . Yp an
vp =04-0=115—. Apsolutna brzina ima pravac horizontalne vodice: v, = o =133—.
S cos 30 S
Relativna brzina: v, =v, cos 60° = 66,5% )
e § ——=4 4 ZADATAK 2.23. (sloZzeno kretanje klizaca): Detalj kulisnog
: —— _j@ == mehanizma sastoji se od kulise, koja se obrée oko ose O i
0 < klizaca A, koji moze da se kre¢e duz vodice u kulisi. Kulisa se
i3 obrée po zakonu ¢=0,5¢. Kliza¢ se duz kulise kre¢e po zakonu

s=04=2+3¢ (gde je vreme t u [s] a rastojanje s u [cm]).
Odrediti veli¢ine apsolutne brzine i ubrzanja klizaca u trenutku ¢,=1s.

Resenje: Kretanje klizaca se sastoji iz dva nezavisna kretanja: prenosnog kretanja kulise (obrtanje
oko nepomicne ose kroz tacku O) i relativnog kretanja klizaca (pravolinijsko kretanje) po kulisi.
Relativno kretanje Brzina i ubrzanje u funkciji vremena:

Vv, =5=0+3-2t=6, a,=5=6-1=6"2 =

S2

const
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U trenutku #;=1s: polozaj s(1)=2+3-1>=2+3=>5am, brzina i
. m cm
ubrzanje vr(1)=6-1=6%, a,(l):6—2_
S

Prenosno kretanje
Ugaona brzina i ugaono ubrzanje u funkciji vremena:

=0, =p=05-2t=t, £=¢, =@=1rad/s” =const.
U trenutku t;=1s:
polozaj ¢(1)=0,5-1> =0,5rad =0, 5180 _ 55650,
Y
ugaona brzina i ubrzanje (1)= 1@ ()= 1%
S N

Prenosna brzina: v, =04 o= s()-o(l)=5-1= 5<% ; prenosno tangencijalno i normalno ubrzanje:
S
a,r=04-¢=5(1)-£(1)= 51_5 . a,y=04-0" =5(1) [o()f =517 = 5%’;’,

Apsolutna brzina klizaca jednaka jer Vvg=V.+v,, intenzitet apsolutne brzine bic¢e jednak

v, = \/ vf, +v2 \/ 52462 =78 - dok se pravac i smer odreduju pravilom paralelograma.

Apsolutno ubrzanje kliza¢a jednako je: d, =d,y +d,r +a, +ace-

Posto su vektori ¥, i ®, medusobno upravni intenzitet Koriolisovog ubrzanja bice jednak:

m . - . v —
> Pravac i smer vektora a,,, odredujemo tako Sto vektor v, zaokrenemo
S

oko svog pocetka za 90° u smeru ugaone brzine & I

Ggor =20,v, =2-1-6=12°

Projektovanjem jednaline a, =a,y +d,r +d, +a., na ose Ax i Ay dobijamo projekcije apsolutnog
ubrzanja na te ose a potom 1 intenzitet apsolutnog ubrzanja klizaca:

Gy =a, —a,y=6- 5_1 " a, _aN+aw,_5+12_17 T, ag=+dl+a’ \/12+172_17,032—’;’.

ZADATAK 2.24. (sloZeno kretanje tacke): Krug poluprec¢nika
R=2m obrée se ravnomerno u ravni oko centra O, ugaonom
brzinom @,=8rad/s. Tatka M se istovremeno krece ravnomerno
po njegovom obimu u obrnutom smeru ugaonom brzinom
@,=5rad/s. Odrediti apsolutno ubrzanje tacke M.

ReSenje: Prenosno ubrzanje ima samo normalnu komponentu,
. 2 2 2

(smerka O): a, =a,y =Rw, =2-8"=128m/s".

Relativno ubrzanje takode ima samo normalnu komponentu,

usmerenu ka O: a, = a,y = Rw? =2-5° =50m /s>,

Vektor prenosne ugaone brzine upravan je na ravan crteza a samim tim i na relativhu brzinu
V. =R, =2-5=10m/s. VeliCina Koriolisovog ubrzanja: a,, =2w,v, =2-8-10= 160m/s* , njegov
pravac i smer dobijamo kad vektor v, zaokrenemo za 90° u smeru prenosnog obrtanja @,. Konacno
za apsolutno ubrzanje tatke M piSemo izraz: @, =d, +d, +de,,, a posto su sva tri komponentna
ubrzanja istog pravca sabiraju se algebarski, rezultujuée ubrzanje je usmereno ka centru O:

,=a,+a, —d,.,, =128+50-160=18m/s".
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n 3 ZADATAK 2.25. (slozeno kretanje Kkliza¢a): Disk se
okreée konstantnom ugaonom brzinom @=2s" oko

D
- c E = = »  centralne ose O, upravne na ravan diska. Po pravolinijskom
. f_fv Ve @ \W% kanalu CD kreée se kliza¢ po zakonu &=37 (cm).
%1 aw" ar Rastojanje h=5cm, CD=24cm. Odrediti brzinu i ubrzanje
o a\ klizaGa u trenutku kada se on nade na sredini kanala, u

NN
ar |2 Resenje: Koordinatni sistem C&7 je ¢vrsto vezan za disk i
okreée se zajedno s njim. Kada se kliza¢ nade u sredini

kanala CE=&=CD/2=12cm, pa se vreme odreduje na

osnovu koordinate CE: & = 3= = % = 4s2,t =2s.

Relativna brzina i relativno ubrzanje bi¢e jednaki: v, = E=6t; a, = £ =6, au trenutku =25 imade
vrednosti: v,=12cm/s, a,=6cm/s’® (pravci i smerovi su prikazani na slici). Prenosna brzina tacke E
diska, sa kojom se kliza¢ poklapa u posmatranom vremenskom trenutku, normalna je na
polupre¢nik OE i jednaka v, =OE-@,=h-w=10cm/s. Posto je prenosna ugaona brzina
konstantna, prenosno ubrzanje ima samo normalnu komponentu usmerenu ka centru O,
p =,y =OE- 0, =ho’ =20cm/s’. Vektori v, i v
Vo=V tv,=12+10=22cm/s.

S obzirom da su vektori @

a su kolinearni pa je apsolutna brzina klizaca:

P

p i v, upravni medusobno, radi odredivanja pravca Koriolisovog

ubrzanja zaokreéemo vektor 7, za 90° u smeru prenosnog obrtanja. Intenzitet Koriolisovog

ubrzanja je: dco =20 ,v, =48cm/ 52 Apsolutno ubrzanje klizaca odredeno je formulom:

— . . 2
cor S intenzitetom: a, =1l +(a, +a,, | =67 +(20+48)’ =68.26cm/s°.

Pravac vektora apsolutnog ubrzanja: fga = a_ __6
a,+a.. 20+48

d, =d,+a,+

=0,088235; o = 5,04°.

ZADATAK 2.26. (slozeno kretanje tela): Krivaja O;0, obrée se oko ose O; ugaonom brzinom
@;=20rad/s. Za krivaju je Cvrsto vezana osovina na koju je postavljen zupcanik poluprecnika
r,=40mm, spregnut sa nepomic¢nim zupcanikom poluprecnika r;=60mm_QOdrediti apsolutnu ugaonu
brzinu @ zupcanika i njegovu relativnu ugaonu brzinu m; prema krivaji.

Resenje: Dodirna tacka pomi¢nog sa nepomic¢nim zupcanikom je
trenutni pol za zupcanik 2, pa sledi:
OPF, o n_ o
b _® @

0P, o r, o

— =10 =%.20=120rad /s
5] 40

Apsolutna ugaona brzina zupcanika ima intenzitet: @ =@y + @, =20+120=140rad /s.

s
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3. DINAMIKA TACKE

U kinematici je kretanje proucavano sa geometrijskog stanovista, ne vodeci ratuna o uzrocima
kretanja 1 materijalnosti; koris¢eni su pojmovi duzine i vremena. U dinamici se proucava kretanje
tela ali se vodi ra¢una o uzrocima (silama koje izazivaju kretanje) i materijalnosti tela tj. uvode se i
pojmovi sile i mase. Dinamika se deli na: dinamiku tacke i dinamiku sistema.

Dinamika tacke je oblast dinamike koja proucava kretanje materijalnih tacaka. Materijalna tacka je
telo zanemarljive veli¢ine u odnosu na puteve koje prolazi.

3.1. NJUTNOVI ZAKONI

Prvi zakon - ZAKON INERCUE: Svako telo ostaje u stanju mirovanja ili ravnomernog
pravolinijskog kretanja sve dok mu to stanje ne promeni neko drugo telo. Inercija (lenjost) je teznja
tela da zadrzi svoje prvobitno stanje (kretanja ili mirovanja). Mera inertnosti tela je njegova masa -
za telo vece mase potrebna je veca sila za promenu stanja kretanja (ili mirovanja).

Drugi zakon: Promena kretanja je proporcionalna sili koja na telo deluje i zbiva se u pravcu
dejstva sile.

(a) (b)

Ovaj zakon se iskazuje jednaginom: |ma = F'|, ako na telo deluje sistem sila: [ma = Y F =F,|

kada telo nije slobodno ve¢ u kontaktu sa drugim telom (vezom): ma= ZFia +Fy.| Ovde su:

ZFI.“ -suma aktivnih sila; F v -teaktivna sila, a je vektor ubrzanja (istog pravca i smera kao F).

Treéi zakon - ZAKON DEJSTVA I PROTIVDEJSTVA: Dejstva
dvaju tela jednog na drugo uvek su jednaka i suprotno usmerena.

Po ovom zakonu vazi |Fjp =—F>1|, odnosno F,=-F,, ili se

Ji?

moze reci da je akciji (dejstvu) suprotna reakcija ili protivdejstvo

(uvodeno je kao aksioma u statici). Sile F, i F,; deluju na dva
razlicita tela, javljaju se uvek u parovima.

Cetvrti zakon - ZAKON GRAVITACIHE: Svako materijalno telo priviaci drugo materijalno telo
silom koja je direktno proporcionalna proizvodu njihovih masa a obrnuto proporcionalna kvadratu
njihovog rastojanja. Ova privlac¢na sila je zanemarljivo mala ako su tela malih masa.

mm
F=f % ./ =667-10"""Nm? / kg? je gravitaciona konstanta koju je odredio Kevendis.
r

Dva zadatka dinamike koja se mogu postaviti i resiti na osnovu drugog Njutnovog zakona:
1. Poznate jednacine kretanja materijalne tacke zadate mase, treba naéi silu koja deluje na
tacku. Zato je potrebno izvrsiti diferenciranje jednac¢ina kretanja.
2. Poznata sila (rezultanta sistema) koja deluje na materijalnu tacku zadate mase, treba naci
jednacine kretanja. U ovom slucaju vrsi se integracija.
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3.2. PRAVOLINIJSKO KRETANJE MATERIJALNE TACKE

y Linija putanje tacke je Ox osa, sila (rezultanta sila) koja deluje
M = X na materijalnu tacku mora biti pravca Ox ose: F, = ZX’ .. Po
9 X R a EZ X1 Njutnovom zakonu vazi: md = F.. Projektovanjem na Ox
" 2
osu dobija se: ma, = ZXI. = Xr,m?f =mx = ZXl. =X,.

= diferencijalna jednacina pravolinijskog kretanja materijalne tacke |7X = ZX i

2) SILA ZAVISI OD VREMENA ILI JE KONSTANTNA | X, = X,(t) v X, = const.|

. dx
Oblik drugog izvoda (I); X = o

(==0; xy - pocetni polozaj; X, =v, - pocetna brzina). Dobija se zavisnost brzine od vremena

—> dvostruka integracija, konstante se odreduju iz pocetnih uslova

X=v=x(¢) i zavisnost poloZaja (kordinate x) od vremena x=x(?).

b) SILA ZAVISI OD POLOZAJA TACKE |X, =X,(x)

Drugi izvod se piSe u obliku (II) koji omoguéava razdvajanje promenljivih
(o _di dv_db
dt dx dt dx

Xlom¥ =X, (x), mxdc=X(x)dx,integracijom se dobija x =v = Xx(x).

¢)SILA ZAVISI OD BRZINE TACKE |[X,=X,.(x)=X,(v)|
Drugi izvod moZe da se izrazi na dva nacina u zavisnosti od Zeljenog rezultata.

D). m dt | nakon integracije — v=v(z), (I): ™ X.(%) =dx nakon integracije — v=v(x).
r

X.(3)

3.3. KRIVOLINIJSKO KRETANJE MATERIJALNE TACKE

Sila F (ili rezultanta F =xi+Yj+Zk,) koja deluje na materijalnu tatku (kao i ubrzanje
G=5i +jj +#k usmerena u konkavnu stranu putanje) moze
da zavisi od 7, v i t tj. polozaja, brzine i vremena.
Vektorska jednadina ma = F. se moZe projektovati na ose x, y
1 z, 1 na taj nacin se dobijaju tri diferencijalne jednadine
krivolinijskog kretanja tacke:

mi=>Y X, myp=>Y, mi=>7

Integracijom ovih jednafina pojavice se 6 konstanata
C,,C,,C5, ....,C4 koje se odreduju iz pocetnih uslova

kretanja:t =0: x,,X,; ¥.Vo; Zo.Z,- Dobijaju se zakoni
kretanja x=x(¢), y=y(t) i z=z(t). Za kretanje u ravni
projektovanjem dobijamo dve skalarne jednaine, 4
konstante a pocetni uslovi su #=0: x,,%,; ¥,,7,; dobijaju

se zakoni kretanja x=x(?) i y=y(t).
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3.3.1. Kosi hitac u bezvazduSnom prostoru

Kretanje se izvodi u vertikalnoj ravni xOy pod dejstvom sile Zemljine teze G =-mgj sa podetnim
uslovima: t=0, Xqg =y, =0, X, =Vvycosa, y,=V,sina.
U Ox praveu dobijamo: m¥ =G, =0, i= dx _ 0, = 5 = C; (D

dt
%:C“J-dx:Cljdt+C2,:>x=C1t+C2. )

Koris¢enjem uslova: ¢=0,%,=v cosa, x, =0, dobijaju se

vocosa=C;;0=C,0+C,, = C, =0. Zamenomu (1)i(2) =

projekcija brzine: X = Vy =VgCoSO i jednadina kretanja u Ox pravcu: 3)

o

integracione  konstante

- e : y
J 1 7
Ny ‘|| v - 1
4 v |
o (I-r.'p (¥ “T
4] (305 m g v mg
S m '_ high yc;, 0 H
mll | S
- 4 (;\
----- _|I e, 9 Vg COSQL C g
I 1040 m Z 0

U Oy pravcu dobijamo: my =—mg, y =% =-g, Idj} = —gj.dt +C,y=—gt+C;; 4
dy _

dt——gt+C3,J.dy:—gJ.tdt+C3J.dt+C4, y=—%gt2+C3t+C4. )

Sa pocetnim uslovima ¢ =0,y =v,sine,y, =0; dobijaju se konstante:

vo sina=-g-0+C3,=>Cy =vyysina;, 0= %g00+C3 0+Cy=Cy =0. Dalje sledi:

projekcija brzine: y = vy =V sina.— gt 1 jednacina kretanja u Oy pravecu:

y = votsina — 1gt? | (6)

. . . . . _ X _ X . _8 X )2
1z jednacina kretanja (3) i (6) sledi: 7= vocosa’ Y=y Sp— sina =5 ( )

vy cos o
gx’
pa se dobija jednacina putanje (parabole): |y = Xtge ——>——|.
2vyeos“a

D=12Em

e ‘_""x J'L
Sl \
|
P

gax
Domet D=OC tj. presek parabole sa Ox osom: y = x(fga — %) =0ga———5—=0,
2v, cos” a 2vycos” a
2
. . 2 . . .
jednak je |xo =D = %. Maksimalni domet (sin2a=1) dostize se za o =45°.
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v, sina
g
. gt’ v, sina . g(v,sina ’ Ve sin® a
yp=H=vyt,shag——=y, > ——sinag—-=| —— | ;=|y,=H=—"—7—|
g g 2g
Najveca visina penjanja (sina=1) dostiZe se za o =90", tj. za vertikalni hitac.

Visina penjanja H tj. ordinatataCke T: v =5 =0— v sina—gt, =0 —>1¢, =

Horizontalni hitac - je kretanje sa horizontalnom pocetnom brzinom. Iz jednadina kosog hitca
smenom: =0 (cosa =1, sina =0, fga =0) dobija se:

2 . Y. . N

v = ) x=vpt,y= —%gt , jednadine kretanja tacke

0 0; X . .
t ~ M DV =X=V, V), =V = —&t, projekcije brzine;

- 2
H g v gx | . . .
e 3) Y= _F jednacina putanje tacke.

i 0

3.4. ZADACI (I NJUTNOV ZAKON, JEDNACINE KRETANJA)

ZADATAK 3.1. (Il Njutnov zakon): Kliza¢ 1 mase m=20kg, na koga deluje pogonska poluga 2
silom F=150N, kreée se u vodicama 4. Odrediti ubrzanje klizaca ako je
, sila trenja u vodicama jednaka F7=40N a sila otpora sa strane klipnjace
B4 R jednaka je R=100N.

ReSenje:  Prema Il Njutnovom zakonu mozemo  pisati:
md=F+G+R+Fy (sila G=mg nije prikazana jer ima pravac upravan na

pravac kretanja klizaca). Ako pretpostavimo da je smer ubrzanja udesno,
projektovanjem jednacine dobijamo: ma = F sin40° — R— Fy .

a= l(Fsin4o° -R- FT): %(150 -0,6428 —100 —40) = —2,18%. (usporenje)
m Ky

ZADATAK 3.2. (I Njutnov zakon): Za jednu rendisaljku su dati podaci: tezina radnog stola
0/=7kN, tezina predmeta koji se obraduje (,=3kN, brzina kretanja
radnog stola v=0,5m/s, vreme potrebno za postizanje radne brzine
t=0,5s. Odrediti brojnu vrednost sile F;, potrebne za postizanje radne
brzine ako je kretanje jednako ubrzano sa koeficijentom trenja z,=0, /4.
Zatim odrediti brojnu vrednost sile F, potrebne za dalje, ravnomerno
kretanje sa koeficijentom trenja 1,=0,07.

ReSenje: a) Za jednako ubrzano kretanje (sa vy=0) vazi:v=v,+at

0,5 .
05" lﬂz. Ukupna masa radnog stola i predmeta
g N

v
—)V:0+at—>a=?=

0, +0Q, _ 7000+3000
9,81
trenja F,; =N = 14(0, + 0,)=014-10000 =1400N . Prema II Njutnovom zakonu bice:

ma=F —F,; — F =ma+ F,; =10194-1+1400=24194N =2,42kN.

b) Pri ravnomernom kretanju e sila trenja biti jednaka £, = 1N = 115(Q; + 0, )=0,07-10000 = 700N .

jednaka je: m= =1019,4kg . Normalna reakcija jednaka je N=Q,+Q, a sila

Sada se mozZe pisati staticki uslov ravnoteze: ZX =0, B —Fu; =0 F,=F,; =700N =0,7kN .
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ZADATAK 3.3. (I Njutnov zakon): Klip mase m=10kg krece se

K udesno a koeficijent trenja izmedu klipa i horizontalne povrSine
N « iznosi 0,3. Kretanju se suprotstavlja sila F;=1,19kN u poluzi, pod
F uglom 20°. Izradunati veliGinu sile F kojom treba da se deluje na klip

da bi se ostvarilo ubrzanje klipa a=20m/s".

> Resenje: F;=1,19kN=1190N
P Primenom II Njutnovog zakona dobija se:
my =-mg+ F, — F,sin20° — 0=-10-9,81+ F, —1190-0,342
F, =98,1+407 =505,1N F,=upF,=03-5051=15153N
15‘ mi=ma=F-F,—F c0s20° = 10-20=F —151,53—-1190-0,939
200=F -1269 — F=1269+200=1469N =1,469kN

ZADATAK 34. (Jednalina  pravolinijskog  kretanja): Y
Materijalna tacka M, mase m=>5kg, krece se duz horizontalne Ox ose M

h o 0 %
pod dejstvom sile F =15¢i . Naci zakon kretanja tacke. Pocetni X > F

>

uslovisu: ¢, =0, x, =0, X, =v, =0.

% t
Resenje: mx =15t, dx = 1m—5tdt, fdv = 3ftdt, y=x= %tz -brzina.
0

0
X t 3 3
dx:étz, jdxzéjtzdt: y=3.L_L -jednadina kretanja tacke.
a2 0 2] 2’3 2

ZADATAK 3.5. (Jednacina pravolinijskog kretanja): Materijalna tacka M, mase m=2kg, pocinje
kretanje iz tatke A, po&etnom brzinom vy =8m/s, uz hrapavu strmu ravan CB (nagiba a=60" i

koeficijenta trenja klizanja p=0,35). Napisati jednacinu kretanja tacke po strmoj ravni.

Resenje: B
Diferencijalna jednadina pravolinijskog kretanja uz strmu ravan glasi:

mx =—mg sina—F,,, gde je F,=pFy=umgcosa, pa sledi

mX =-—mg sina — pmg cos a, X =—gsina— p gcos a, a nakon zamene brojnih v,

vrednosti dobija se & =-9,81 5in60° —0,35-9381 cos 60° —|¥ =—10,2] 0%

Sledi  dvostruka  integracija, pri ¢emu su  pocetni uslovi A
t=0,x9=0,x) =vy=8m/s:

)'c'=710,2—)%z%O,Z—)Id)’c:AOQJ‘dt—>x2710,2t+C1. Zat=01i Xy =8m/s dobija se C,=8. Dalje

2
je:x=—10,2t+8—>%=—10,2t+8—)Idx:I(—10,2t+8)dt—>x:—10,2%+8t+C2 pa je za =0, x,=0 i

C,=0. Konacno jednacina kretanja uz strmu ravan CB glasi .

y

ZADATAK 3.6. (Kosi hitac): Pod kojim uglom o i
3/ . kojom pocetnom brzinom v, treba baciti tacku M,
mase m, pa da ona u tacki D ude u cev, koja zaklapa
ugao f=37/4=135" sa Ox osom? Ta¢ka D se nalazi
na udaljenju L=1/6m 1 na visini L/8=2m ispod Ox ose.

[5) s

L

>
< >|

Otpor vazduha zanemariti.

Resenje: Zadate koordinate tacke D x, =L =16, y, =—L/8=-2, moraju zadovoljiti jednacinu
putanje kosog hitca; tangenta na putanju u tacki D mora se poklapati sa pravcem ose cevi, pa sledi:
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2 2
ox g-16
=xtgo ——>~——, —2=161ga ————,
rore 2v; cos’ & g 2v, cos’ a
/ gx g-16
y=tga-—=—5—, —l=tga——"——.
vy C0s” & Vs COs” &

Mnozenjem druge jednacine sa (-8) i sabiranjem sa prvom jednac¢inom dobija se fg = g =0,75.
Iz druge jednacine, posle zamene nadenog ugla, sledi v, =140,1.

v weasmis ZADATAK 3.7. (Kesi hitac): Vulkan je izbacio veliku
- __zx(lf ™. stenu poGetnom brzinom 25m/s, pod uglom 35 u
odnosu na horozontalu. Stena pada na povrSinu Zemlje
koja je na 20m manjoj nadmorskoj visini od vrha
T —\—\. — kratera. Odrediti vreme potrebno steni da prede ovaj

put.

ReSenje: Zamenom podataka za koordinatu tacke, ugao i pocetnu brzinu u jednacinu kretanja u y
pravcu sledi:

1 1
yzvotsina—ggtz N —20225t-sin350—5-9,81t2 — —20=14341 —49¢°

14,34 +./14,34’ —4-49-(-2 +
491" 1434t -20=0 —> ¢, = 342 32 29 9 O)=14’349‘824’45, 1, =3,96s

3.5. OPSTI ZAKONI DINAMIKE TACKE

Primenom ovih zakona se mogu reSavati zadaci dinamike bez
integraljenja, ali se ovi zakoni ne mogu primenjivati u svim

>
y K slugajevima.
2 v . .. v — e v .
> v Kohcma kreFanla materijalne tagke je Vc?ktgrska veli¢ina;
r M ima pravac i smer vektora brzine a intenzitet je jednak K=mv.
0 Vektor K se moze razloziti na komponente: K =K, +K )i
X

projektovati na ose: K, = mx, K, =my . Jedinica mere je Ns.

. o 2|. o . o
Kineti¢ka energija tacke | £ k = 7™MV |je skalarna veli¢ina, uvek pozitivna, jedinica Nm=J.

Impuls sile dl = Fdt je vektor, ima pravac i smer sile, to je karakteristika dejstva sile u

odredenom vremenskom intervalu. Jedinica mere je Ns. Impuls sile za konacan vremenski interval

t t
bie T = J'df = .f Fdt . IzraGunavanje impulsa sile je moguce ako je sila konstantna kada je ili

ako je sila funkcija vremena.
3.5.1. Zakon o promeni koli¢ine kretanja
v dimv) = g - -

Iz II Njutnovog zakona md = F sledi: mE — - F, & _g-F,d= Zfﬂdt = Zdi
t
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a integracijom se dobija |K — Ko =mv —mvy = zli
zakon o promeni koliine kretanja: promena kolicine kretanja

tacke za vremenski interval jednaka je vektorskom zbiru impulsa
svih sila koje deluju na tacku a za isti interval.

Projektovanjem: K, — K, :zlix; K, -K,, :ZIl-y.

Zakon o odrzanju kolicine kretanja: kada je sila (ili rezultanta)

jednaka nuli  kretanje je  jednoliko tj.ZFi =0 -

dK . _
7 =0 = K =myv = const, =V = const.
t

3.5.2. Zakon o promeni momenta kolic¢ine kretanja

Moment koli¢ine kretanja materijalne tacke L, za tacku O (analogno momentu sile za tacku

A715 —FxF ) je vektorski proizvod vektora polozaja 7 i vektora koli¢ine kretanja K =mv:

. i

T dLo d . . oo
Mg=L0=VXK=meV= x oy 2| > Z9 =" (Fxmv ) =VxK +7xmd, VxK=vxmv=0,
mx my mz dt dt
Z - dZ . .= dZO —~
) a=F, &0 _ixF=mk. Konaénovazi: |—, =2 My
Lo ma T rxF=Mg onacno vaz dt Z 10}
Zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja: izvod momenta
o) Y kolicine kretanja, u odnosu na nepokretni pol, po vremenu jednak
je momentu sile, u odnosu na isti pol.
X . G . . . dL godL 5
M V K Projektovanjem se dobija: dx = ZMf, dy = ZMyF" .
. t t
dL,

. . dL - .
Zakon o odrZzanju momenta kolicine kretanja: 70 =0,= L,y =const., 1]. =0,= L, = const.,.-
t t

3.5.3. Rad sile. Snaga
Sila vrsi rad ako menja svoju napadnu tacku. Elementarni rad sile jednak je: dA = F-dr, 4.
dA = Fds cos o.= Frds.| Jedinica za rad INm=1J. Posto su vektori sile i pomeranja jednaki
F=Xi +Yj+7Zk, di =dx-i +dy- j+dz-k;elementarni rad ima oblik: dA = Xdx + Ydy+ Zdz.

A=F-As A=FAs

Zavisno od ugla « izmedu vektora pomeranja i vektora sile, rad moze biti pozitivan (ako je ugao o

ostar), jednak nuli (sila upravna na pravac pomeranja) i negativan (ako je ugao o tup).

(M)
Ukupni rad sile na putu s, odnosno putu M;M,: A, MMy ) = _[(Xalx+ Ydy+ Zdz).
(M)
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S

_dA_F
dt dt

proizvod vektora sile i brzine, ili momenta sile i ugaone brzine. Jedinica za snagu IW=1J/s.

=Fv=M- 0| snaga je skalarni

Snaga P je rad izvrSen u jedinici vremena

a) Rad sile Zemljine teze

B| G=-Gk;G,=0,G,=0,G, =-G,
- (M)
. o, A= I(de+Ydy+Zdz) — A=Gh=mgh.
X /“ /7 v (M)
x / T _ //' . ! . .
x Ako je tacka M, ispod M, = A= -Gh= -mgh.

Opéti izraz za rad sile Zemljine teze MZ +Gh= imgh.‘
Rad sile teze je pozitivan ako tacka ide sa viseg na nizi nivo, a negativan je ako tacka ide sa nizeg
na visi nivo. Rad sile teZe ne zavisi od duZine puta ni od oblika putanje po kojoj se tacka krece, veé
samo od visinske razlike. Sile koje imaju takvo svojstvo nazivaju se konzervativne sile.

b) Rad elasti¢ne sile opruge

Sila opruge: I, :c|Al| = c|x| . Krutost opruge ¢ je brojno jednaka sili potrebnoj da izduzi (sabije)
oprugu za jedinicu duzine. Sila F nije konstantna, usmerena je uvek tako da vrati tacku M u
ravnotezni polozaj. Elementarni rad sile opruge jednak je:

{ >
M, X2 2 a) J_t:AIE M p=0
dA = Fydx = —cxdx = A = I dA-—cI xdlx ——c(x1 5 ). 777 £
M, X1 A] e 1:4[2 x
Rad sile opruge je negativan kada se opruga udaljava od u=0 ELEM“

ravnoteznog polozaja O a pozitivan kada se priblizava polozaju O. Rad sile opruge za pomeranje

1
kraja opruge od ravnoteznog (x;=0) do nekog kona¢nog poloZaja x,=f jednak je: |A = ich 2

¢) Rad sile trenja

Sila trenja se pojavljuje kada se tacka krece po hrapavoj podlozi, ima
karakteristike: intenzitet (wrkoeficijent trenja klizanja), pravac
tangente na podlogu, smer suprotan smeru kretanja tacke.

M2 M2
Rad sile trenja je uvek negativan i ratuna se: A= J-Fuds =- _[HF s

Ml Ml

Rad konstantne sila trenja jednak je: |A =—zy -s =—F), s,

3.5.4. Zakon o promeni Kineti¢ke energije tacke

Iz 11 Njutnovog zakona ma = ZF- ; projektovanjem na pravac tangente:

dv _dvds dv dv
mar = s a — v. mv—=)F,=
r=2Firiar ==ty ds i

1 I > 1 9
mjvdv > J Lrds, 2mv1 —Emvg =y J'dA,», Ekl_EkO:Emvl 5™ :zAi'
Vo M,

Zakon o promeni kineticke energije tacke: prirastaj kineticke energije pri
pomeranju jednak je algebarskom zbiru radova sila koje na tacku deluju, na
tom pomeranju.

> A; ukljuCuje radove aktivnih sila i reaktivnih sila koje rad vrie (npr. sila trenja).
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3.6. PRINUDNO KRETANJE MATERIJALNE TACKE

Primeri kretanja
-po prinudnoj putanji: - po slobodnoj putanji: -po prinudnoj i po slobodnoj
putanji:

Gla (ke m==0/g [kg]

R —— “
Kada se tacka krece slobodno ima tri stepena slobode, njene koordinate zavise samo od vremena.
Tela koja ograni¢avaju slobodno kretanje (smanjuju broj stepeni slobode) su mehanicke veze, a
kretanje tacke po vezama je prinudno kretanje. Veze mogu biti oblika linije ili povrSine. U slucaju
kretanja po povrsini broj stepeni slobode je 2, za kretanje po liniji 1.
Na tacku koja se kreée po vezi, deluju aktivne sile i sile veze, pa vazi:

m&:Zﬁ}a +ﬁR
— may = ZFI‘} +F, (zaglatku vezu F\=0); may = ZF;V +Fy

—>

Nz Vv T

3.6.1. Dalamberov princip za materijalnu tacku

Slaganjem aktivnih 1 reaktivnih sila dobija se rezultanta

F, =Y F+Fy. Vektor @ ima isti pravac i smer kao rezultanta F, .

Tacka M se moze fiktivno uravnoteziti ako se sili F, suprotstavi sila
istog pravca i intenziteta a suprotnog smera - sila inercije

F™ = —ﬁr . Posto je po II Njutnovom zakonu Fr =ma —

e, in _ -
sila inercije bice jednaka |[F" =-—ma |

2

.. . . . . . in _ _ dv in _ v
Inercijalna sila se moZe projektovati na tangentu i normalu: Fr =-mar =-m u Fy =-m IS
k

Jednadina fiktivne ravnoteZe za tacku M: ﬁr +Fn = 0, Zﬁla +F Nt F"=0.
Dalamberov princip za tacku: Vektorski zbir svih aktivnih, reaktivnih i inercijalnih sila, koje deluju
na materijalnu tacku, jednak je nuli. Dalamberov princip omogucuje da se pri reSavanju dinamickih
zadataka postave jednacine kretanja u obliku statickih jednacina ravnoteze.

3.7. ZADACI 1Z OPSTIH ZAKONA DINAMIKE TACKE

ZADATAK 3.8. (Zakon o promeni koli¢ine kretanja): Automobil je naglo zakocio, pri brzini
vo=144 km/h, tako da pocne da se kliza po kolovozu
bez obrtanja tockova. Koeficijent trenja izmedu
kolovoza i guma na to¢kovima je p=0,1 (u slucaju
vlaznog kolovoza). Odrediti vreme i put kocenja.

ReSenje: Pri zaustavljanju je v=0 a pocetna brzina je
Vo = 1445 _ 1 441000m _ 0™ Na automobil deluju:
h 3600s s

sila tezine P=mg, reakcije N; i N i sila trenja T = uN| + uN, :y(Nl +N2)=yP:,umg. Po
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zakonu o promeni koliine kretanja bie: K, —Kq, =>1;; —> mv—mvy=—T-t—
Vio . 40
g 01-981

ma=) X, =-T=—umg,paje a= —% =—ug=-01-981= —0,981ﬂ2 (usporenje). Predeni put
s

0—mvy =—pumg-t, mvy = umg-t = t= =40,77s . Prema Il Njutnovom zakonu je:

2 2
pri jednako usporenom kretanju: s = a” _0981-40.777 _ 815m.

2 2 Gl v
ZADATAK 3.9. (Zakon o promeni kolicine kretanja): Teretu mase m==6kg F
koji lei na horizontalnoj ravni, saopsti se udarcem pocetna brzina vy=10m/s".
Nastalo kretanje koCi se konstantnom silom F=3N. Odrediti posle kog E
vremena Ce se teret zaustaviti i koliki put ¢e preci do zaustavljanja.

Resenje: Po zakonu o promeni koli¢ine kretanja: K — Ko =mv —mig = " I; , sledi:
K, — Ko, =Zlix — mvy —my zzlix’ v =0, Z[ix =—F-t; =31
0-6-10=-3f, — 60=3f —> 1 =20s

1z zakona o promeni kineticke energije: E;; — E;o = %mvlz - %mvé => A, , gdeje A=-Fs sledi:

O—%mv&z—Fs - —%6402:—3'5 — 300=3s — s=100m.

ZADATAK 3.10. (Zakon o promeni kineticke energije): Opruga ventila ima duzinu /;=6¢m, u
nenapregnutom stanju. Kada je ventil potpuno otvoren, duzina opruge iznosi
I=4cm, a visina podizanja ventila s=0,6cm. Krutost opruge je ¢c=10N/m a tezina
ventila G=0,4N. Zanemarujuéi dejstvo sile teze i otpora kretanju ventila odrediti
brzinu u trenutku zatvaranja.

ReSenje: Zakon promene kineticke ener.: £, —E, = % mvi —%mvg =>A;. (a).

Pocetna brzina vy =0, masa ventila je m = % =4/9,81=0,0408kg =40,8¢ .

L .. e B, 1 5
U ovom slucaju rad vrsi samo elasti¢na sila opruge F: dA = EC( xf —x3 ). Podetno

rastojanje od ravnoteznog polozaja je: x;= ly- [ =6-4=2cm=0,02m; krajnje rastojanje
x=1y- (I+s)=6-(4+0,6)=1,4cm=0,014m. Zamenom ovih veli¢ina u izraz (a) dobi¢emo:

%mvl2 = %c(xlz - x% )—) mv12 = c(x12 - x%)—) v12 = i (x12 - x%): 0,(14(1)08 (0,022 - 0,0142): 005 —>v = \/ﬁ = 0,22% .
L i; E{ ZADATAK 3.11. (Zakon K promeni kinetiéke epergiie):
> . Kuglica M, mase m=2kg, prikacena je za slobodni kraj opruge
& v krutosti ¢=10N/m. Kuglica lezi na horizontalnoj hrapavoj ravni
US4 77 ¥ koeficijenta trenja ©=0,25. U ravnoteznom (nenapregnutom)
voYG B polozaju O kuglici je saopStena horizontalna pocetna brzina
X vo=Im/s. Naci brzinu kuglice v u funkciji pomeranja x.

ReSenje: MoZe se primeniti zakon o promeni kineticke energije: E,, - E;, = »_A,. Rad na pomeranju

x 1imaju elasticna sila opruge A:—%xzi sila trenja  F, = uFy = umg po obrascu

A, =—F,x=—umg-x; rad nemaju sile upravne na pravac pomeranja (G, Fy) .
2 2 2 2
mv__ M :—Exz—,umgx, 2 217 z—Ex2 ~025-2-981x, v? =1-5x% —49x
2 2 2 2 2 2
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E; ZADATAK 3.12. (Zakon o promeni kineticke energije): U rudarskom oknu kreée
se nanize dizalica tezine G=60kN, brzinom v=12m/s. Odrediti silu trenja izmedu

Vl [ dizalice i vodica, koju mora da razvije uredaj za hvatanje da bi se dizalica, posle
YG |s kidanja uzeta koje je pridrzava, zaustavila nakon s=/0m. Pretpostaviti da je sila trenja
. ¢ konstantna.
v=0 ReSenje: Koriste¢i zakon promene kineti¢ke energije dobijamo:
1 5 1G 1Gv?
Egn-Eo=)>A; O0——mv =—F,s+G > F,s=——Vv +Gs > F,=———+G =104kN.
k1l k0 Z i 5 U y7i 2 g T g s

ZADATAK 3.13. (Zakon o promeni kineticke energije, Dalamberov princip): Kuglica M, mase
m=3kg, vezana je za laki nerastegljivi konac duzine /=1,5m. Drugi kraj konca
je vezan za nepokretnu tacku O (matematicko klatno). Klatno je otklonjeno
od vertikalnog (ravnoteznog) polozaja za ugao a=60" i pusteno bez pocetne
brzine. Naci brzinu kuglice u proizvoljnom polozaju pod uglom ¢. Uzeti da

je g=10m/ s2. Koliko iznosi brzina i sila u koncu u najniZzem polozaju
kuglice (tacka B).

ReSenje: Najpre treba naci brzinu tacke u proizvoljnom polozaju, koriste¢i
zakon promene kinetiCke energije E;, — £y, = Y_A,., pri Cemu je vy=0:
2

%—O=mgh, mv? =2mgh; h=I[cos p—I[cosa=I(cosp—cosa);

o)

mv? = 2mgl(cos p —cos ), = v = 2gl(cos o —cos a ). e
v2 =2-10-15(cos ¢ — cos 60° ) = 30(cos ¢ — 0,866 ).
Koriste¢i Dalamberov princip (projekcija na pravac normale) dobija se:

. 2 2
S—mgcosp—Fy' =0— may =S —mgcos ¢, %zS—mgcos¢.:>S=%+mgcos¢)

U najnizem poloZaju je ¢ =0 (cosp=1) pa sledi: v* =30(cos0° —0,866) =30(1-0,866) = 4,02.

2
Sila u koncu jednaka je: S = % +mgcos Q= 3:402

+3-10-1=38,04N

>

ZADATAK 3.14. (Zakon o promeni kineti¢ke energije, Dalamberov princip): U
Sarpijevom priboru za ispitivanje, &eliéni liv tezine Q=200N uévriéen je za kraj
poluge OM=981cm, koja se moze obrtati oko nepomiéne horizontalne ose O. Liv
pada iz najviSeg polozaja A beskrajno malom pocetnom brzinom. Odrediti najveci
pritisak Stapa na osovinu. Masu Stapa zanemariti. i A

. s’ Resenje: Ako primenimo zakon o promeni kineti¢ke energije za NM i L=
"=%  pocetni A (vp=0) i proizvoljni poloZzaj M pod uglom ¢ dobijamo: // N K
LYo
Ekl_Ek():mgh—)lmvz_lmv%:mgh/.zﬁ _\‘ ..... _{O_
2 2 " L
N |
V2= 2gh; h= OM(l —cos go)—) V2 = Zg'OM(l—cos (p) S

Na liv deluje sila u poluzi S, sila texine Q i inercijalna sila F™ =—ma.
Projektovanjem Dalamberove jednagine » £ + Fy + F™ =0 na pravac normale dobija se

: ~ 1
S+ -F7=0 F'"zﬂv2=2—2 -OM\(1—cos ¢)=20\1 — cos
Qcos p—Fy By =7 ¢ OM g ( 0)=20( ?),

53



pa je sila u poluzi: S:—Qcos¢+Ff\7 :—Qcos¢)+2Q(l—cos¢7)=Q(2—3c0s go).
Za p=7 —>cosp=—1=S,,, =0(2+3)=50 = 1kN.

ZADATAK 3.15. (Zakon o promeni kineti¢ke energije):Telo M, mase m=8kg i malih dimenzija,
krec¢e se uz hrapavu strmu ravan nagiba a=45" i koeficijenta trenja $ X

klizanja p=0,25. Telo M je krenulo iz podnoZja strme ravni sa
pocetnom brzinom vy=6m/s. Naéi brzinu v tela nakon predenog
puta x=2m. Zatim izracunati predeni put x;=s do zaustavljanja tela.

Resenje: Na telo deluju sila teZine G, sila trenja F, i reakcija O !
podloge Fy (normalna na pravac kretanja pa je njen rad jednak M,

nuli). Sila trenja je jednaka

F, = pFy = uGcos a = umg cos a=0,25-8-9,81-0,707 =13 9N. Rad sile trenja jednak je A, =—F,x.

Visinska razlika: 4 = x-sina = 2-sin45° =2-0,707 = 1,414m a rad sile teZine A; =—mgh.

2 2
Zakon promene kineticke energije: £} —Ey, =Ag +A,; m; M —-mgh—F,x,
2 2
8% 867 ~8-9.81-1414-139-2= 4v> =144 11097278 =523 =>> =13 = v=114"
s
Na kraju kretanja tela brzina je jednaka nuli tj. v=0: h) =s-sina =s-sin 45° =0,707s

2 2
my 8-6
Ey—E, =Ag+A, :>0——2” =-mgh —F,s = 0-

=-8-9,81-0,707s —139s
—144 =-55485—-139s = 144=6938s = s5=2,07m

ZADATAK 3.16. (Zakon o promeni kineti¢ke energije, kosi hitac): Telo M, mase m=4kg, krece
se uz hrapavu strmu ravan visine h=3,464m, nagiba o= 60° i
koeficijenta trenja klizanja x#=0,2. Telo M je krenulo iz podnoZzja strme
ravni sa pocetnom brzinom vy=15m/s. Naéi brzinu vz tela na vrhu strme
ravni. Iz tacke B nastavlja slobodno kretanje (otpor vazduha
zanemariti) i pada u tacku C. Izraunati domet i visinu do koje ¢e se

tacka popeti u toku svog slobodnog kretanja. Uzeti da je g =10m/ s2.
Koliko bi iznosila brzina i visina penjanja ako je strma ravan glatka?

ReSenje: Sila trenja: F,, = uF,, = umgcos a=0,2-4-10-0,5=4N. Data je visina h=3,464m = duZina

. ho . h 3,464 3,464
strme ravni —=sinq - s=———=—"—o= =
K sinag sin60" 0,866

Rad sile trenja jednak je A, =—F,s, rad sile teZine Ag =—mgh.

Primenjujemo zakon promene kineticke energije:

mv2 }’I’IV2
E, —E,=A;+A ;= 23 ——>=-mgh—F,s,
2 2
4%—4 157 410-3464—-4-4=
23 =450-138,56 16 =29544 = v} =147,72 = vy =12152
S
v3sin(2-60°) 147.72-0.866
Domet kosog hitca jednak je: d =BC = =— —— =13,04m.

g 9,81

54



2 -2 2
Visina penjanja kosog hica: H =252 % _ 147,72-0,866

=5,54m.

2g 2-10
U slucaju glatke strme ravni bi¢e £, =0 pa sledi:
2 2
% _A1S —4-10-3,464 =2v; =450-138,56 =311,44 = v, =155,72; H =5284m.

ZADATAK 3.17. (Zakon o promeni kineticke energije): Telo mase m=8 kg krece se niz hrapavu
strmu ravan nagiba a = 45° i koeficijenta trenja klizanja p = % . Nadi brzinu tela nakon predenog

puta s =4AB= 4,24 m ako je pocetna brzina v = 207 (uzeti daje g = 10m/ s2).
F

Resenje:
Na telo deluju sila tezine G, sila trenja F, i reakcija podloge Fy (normalna -

na pravac kretanja). Sila trenja je jednaka:, dok intenzitet

normalne komponente sile trenja na strmoj ravni iznosi:

Fy =mgcosae = 8- 10-cos45° =|56,56 N|
Prema slici, u zavisnosti od predenog puta s i nagiba strme ravni o, ¥ ._.__.
visinska razlika /4 iznosi:

s=AB =Ii—}h=5-sin o =424-0,707T =3m
sil £F

Primenom zakona promene kineticke energije izmedu polozaja A i B odredi¢emo brzinu tela u tacki
E.,=A A, (1
KA mg + F,'.r ( )

. |Exg —
B,vs{| Egy — Eg = LA, t_].| e

mv:  8-v} 5 L . .. m?
Epp = > = > = 4 -¢f ... — kineticka energija telau polozaju B | kg = =]
_mv;  8-20 Kinetitka el osar
Epa =3 ~ 3 80 J — kineticka energija tela u polozaju 4

Rad sile zemljine teZe je pozitivan kada se telo krece sa viSeg prema niZem nivou, na visinskoj
razlici A, tj. kada se telo krece niz strmu ravan, u suprotnom je negativan:
A,, =mgh=8-10-3=240]
Rad sile trenja je uvek negativan: Az = —uFys = —= 56,56 4,24 =—40]
1z zakona promene kineticke energije (jednacina (1), odredujemo brzinu tela u tacki B:

4v: — B0 = 240 — 40

—_—

9 P m
4v} =200+ 80 — v =70 - v; = V70=8,37 —
5

ZADATAK 3.18. (Zakon o promeni kineti¢ke energije, kosi hitac): Telo M, mase m=10kg,
krece se niz hrapavu strmu ravan duzine 4B=s=8m, nagiba a=30" i
koeficijenta trenja klizanja w=0,25. Telo M je krenulo iz tacke A
pocetnom brzinom vy=5m/s. Dalje se kre¢e po glatkoj polukruznoj
stazi (R=2m) do tacke C, pa nastavlja slobodno kretanje (otpor

vazduha zanemariti) i pada u tacku D (g =10m/ SZ, visina CK=3m).
Izracunati rastojanje KD.

Resenje:
Sila trenja je jednaka: F, = yFy = pmg cos a=0,25-10-10-0,866 =21,65N.
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.. . h . .
Visina strme ravni: — = sina —>h =s-sin30° =8- 05=4m
S

Zakon promene kineticke energije mozemo primeniti
izmedu polozaja C i A, jer su brzine vz i v¢ medusobno
jednake poSto na putu izmedu njih nema trenja (pa je
A ,=0) a nema ni visinske razlike (pa je Ag=0):

Rad sile trenja izmedu polozaja A 1 C jednak je
A, =—F,s,radsile teZine A = +mgh.

mv(zj mvg

2

EkC_Eko:AG+Ay;:> :+mgh—Fﬂs,

10vg  10-5°

2 2

Kosi hitac: pocetna brzina je vé =70,36 a pocetni ugao je 30" tga=0577; cosa=0866 paje

2 2

B 0577 _0577x-0,095x2.

2vgcos” a 2-7036-0,75

Koordinate tacke D y, =—3m, xp =? moraju zadovoljavati jedna¢inu putanje pa sledi:

yp=0577xp —0,095x5 — —3=0577xp—0,095x5— 0,095x5,—0,577x,—3=0

0,577 £+/0,577% —4-0,095-(-3)
2-0,095

Prvo reSenje x; =9,4m je realno reSenje jednacine.

=+10-10-4-21,56-8= 512 =125+400—1732=3518= v2 =7036= v =84
N

jednacina parabole kosog hitca: y=xga —

Resenja ove jednacine su: x, = —>x=94m i x,=-335m

ZADATAK 3.19. (Zakon o promeni kineti¢ke energije, kosi hitac): Materijalna tacka ¢ija masa
iznosi m = 10kg zapocinje kretanje iz tacke A na visini H = 3 m, bez pocetne brzine. Tacka se dalje
kreée po glatkoj kruznoj stazi poluprecnika R = 2 m, gde je ugao a = 60°. Po napustanju kruzne
staze tacka nastavlja slobodno kretanje (otpor vazduha se zanemaruje) i pada na horizontalnu
podlogu u tacki C (visina DB = 3,75 m). Odrediti brzinu tacke u polozaju B i rastojanje BC. Uzeti
daje g = 10 m/s’.

Resenje: Da bi smo odredili brzinu materijalne tacke u polozaju .., A
B, primeniemo zakon promene kineticke energije izmedu
polozaja A i B. Kako materijalna tacka zapoCinje kretanje iz
polozaju A bez pocetne brzine (vo= 0), kineticka energija u
polozaju A jednaka je nuli: Ex,= 0. Takode podloga po kojoj se
kre¢e materijalna tacka je glatka, tj. ne javlja se sila trenja, pa je i
rad sile trenja (AF# = 0) jednak nuli, tako da se javlja samo rad

H

Bl LW

h,

sile zemljine teze A,,, =mg(H +h,), koji je u ovom slucaju
pozitivan.
Zakon promene kineticke energije glasi:

Egp — Ega :Zﬂ\f 6. Exp — Ega = Amg + Ag, v (1)
Sa slike visinska razlika (H+h;) izmedu polozaja A i B iznosi:
h, = Rcosa =2-¢c0s60°=2-05=1m Paje H+h,=3+1=4m

mus , Exg— Exa=A
Exp = TB = Sv; — kineti¢ka energija materijalne tacke u polozaju B —>th°§ _KS _ 45{]@

A, =mg(H+hy)=10-10-4 =400 ]

. m
2 =80 > vy = 8,94 —
Exa=0; A, = 0; R s

Brzina materijalne tatke
u polozaju B
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z
Kosi hitac: Pocetna brzina vz = 80 ?:_“’ a pocetni ugao je 60° = tg60° = /3 =1,73

b . . . . z
cos60° = 0,5 = cos"60° = 0,25, pa je jednadina parabole kosog hitca:|y = xtga — ﬂ;f:os%
& ‘B
10x? .,
y=173x—————v=173x—0,25x"
2-80-0,25

Koordinate tacke C, (sa slike yc = -3,75 m; x¢c = ?) moraju zadovoljavati jednacinu putanje, pa sledi:
¥ = 1,73x — 0,25x°

—3,75=1,73x— 0,25x?2 = 0,25x* — 1,73x — 3,75=0

1,73+ /1,737 —4-025-(=375) 173 £26
2-0,25 05

x, =8,66m; x, =—1,74m = |DC = 8,66 m|- prvo reSenje je realno resenje jednacine.

ZADATAK 3.20. (Zakon o promeni Kkineticke energije, kosi hitac, Dalamberov princip):
Materijalna tatka M, mase m=2kg, pocinje kretanje iz tacke A, pofetnom brzinom vy =8m/s, po
glatkoj kruznoj stazi polupre¢nika R=1Im do tacke C, a zatim uz
hrapavu strmu ravan CB (visine #=2m, nagiba a=60" i koeficijenta
trenja klizanja w=0,35) do tacke B. Iz tacke B nastavlja slobodno
kretanje (otpor vazduha zanemariti) i pada u tacku D. Odrediti
rastojanje BD i reakciju Fyu tacki C.

xl,! =

Resenje: Koriste¢i zakon promene kinetiCke energije izmedu
polozaja A i C, posto nema visinske razlike (Amg = O) a kruzna

staza je glatka (AF# =0), brzina u polozaju C ¢e imati istu

vrednost kao pocetna brzina, tj. ve =vy =8m /s .

Da bi smo odredili brzinu v; primeni¢emo zakon promene
kineticke energije izmedu polozaja C i B. Prvo odredujemo silu trenja i duZinu strme ravni CB=s:
Fy=mgcosa, F# = uFy = umgcosa=035-2-981-05=3,43N,

ﬁ=sinoc—>s=CB= h = 2 =23m.
s sina  sin60°

Rad sile trenja izmedu polozaja C i B jednak je A, =—F,s, rad sile teZine Ag =—mgh.

1 - 1 2
EkB_EkC:AngFAFy —>Emv3—5mvc =-mgh—Fs.

1

2.v§—2-2~82 =-2.981-2-343-23 >v3 =64-3924-79=1686 > vy =4/1686 =412,
S

L
2
0d tacke B sledi kosi hitac, sa po&etnom brzinom vg =4,1m /s , pod uglom 60°.

v} sinf2-60°) 16860866

Domet kosog hitca jednak je: d =BD = . YT 1,49m.
RN Normalnu reakciju u tacki C, na kraju polukruzne staze odredujemo primenom

L j 2 ;
O\ pin  Dalamberovog principa: Fy =%vé :ng =128N , Fy —Fy —mgcosa =0,
N

G=mg Fy =F" + mgcosa=128+2-981-0,5=137,8N.

57



ZADATAK 3.21. (Zakon o promeni Kkineticke energ., horizontalni hitac, Dalamberov princip):
Materijalna tacka mase m = 6 kg zapocCinje kretanje iz tacke A, pocetnom
brzinom v¢=14,49 m/s. Tacka se krece po glatkoj kruznoj stazi polupre¢nika
R = 6 m. Po napustanju kruzne staze, u polozaju B, tacka nastavlja slobodno
kretanje (otpor vazduha se zanemaruje) i pada na horizontalnu podlogu u
tacki C (visina H = 2 m). Odrediti brzinu tacke u polozaju B i rastojanje xc.
Odrediti normalnu reakciju podloge u polozaju odredenim uglom a = 30°.
Uzeti da je g= 10 m/s”.

Resenje: Koriste¢i zakon promene kineticke energije izmedu polozaja A i B, posto je podloga po
kojoj se kre¢e materijalna tacka glatka, rad sile trenja je jednak nuli, & P, = 0, izracunacemo brzinu

materijalne tacke u polozaju B:
myg Exg —Egq = A,y
Exg = 5 Vg i )
mv? 3vZ — 630 = —360 - 3v2 = 270
Ega=— = 630]
Ay, =—mgR =—360]
AF# =0 Brzina tacke u polozZaj B

. m
= vy =90 =|vy =95 —
s

2
Horizontalni hitac: Pocetna brzina je vg = QOTT, a ugao je 0°, tako da jednacina putanje

z 10 - x2 x?
. . . — _ax v=— Sy =——
horizontalnog hica glasi: | ¥ 2z 5.a0 18

Koordinate tacke C moraju zadovoljavati jedna¢inu putanje:

2

X 5
=—(R—I—H)=—Bm=}—8=—ﬁ=}x5=18-8=141-41-=}x,_-=12m

Da bi smo odredili normalnu reakciju podloge u poloZaju koji je odreden uglom o = 30°, prvo
primenjujemo zakon promene kineticke energije izmedu pocetnog i poloZaja odredenog uglom o,
odakle se dobija brzina v: Ej; — E, = &

mg

mv?  mvf . 2
- = —mgh = —mgRsina = 3v°"—630=—6-10-6-05= v

2 2

Primenom Dalamberovog principa (projekcija na pravac normale),
} %5 odredujemo normalnu reakciju podloge:
v? 150
" =m—=6+——= 150 N,ugao § = 60°
s ! R 6
. \c Fy +mgcos60°— Fy" =0 = F, = Fy" — mgcos60° = 150 — 6- 10-0,5

o]

ZADATAK 3.22. (Zakon o promeni Kkineticke energije, Dalamberov princip): Materijalna tacka
mase m = /2 kg zapocinje kretanje iz tatke A pocetnom brzinom vy = 2 m/s. Tacka se krece po
glatkoj kruznoj stazi polupre¢nika R = 8§ m do polozaja B odredenim uglom a = 30°. Odrediti
brzinu ta¢ke u polozaju B. Odrediti normalnu reakciju podloge u tom poloZzaju.

Resenje: Da bi smo odredili brzinu materijalne tacke u polozaju B, primeni¢emo zakon promene

kineticke energije izmedu polozaja A i B: Eygp —Ega = A,

Sa slike sledi da je visinska razlika izmedu polozaja A i B:

h

7= cos60° = h = Rcos60°

Rad sile zemljine teze je u ovom slucaju pozitivan i iznosi:
A,y =mgh =mg(Rcos60°) =12-10-8-0,5 =480 ]

dok je rad sile trenja jednak nuli (jer je povrsina glatka): AF# =0.
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Kineti¢ka energija materijalne tacke u pocetnom polozaju A:  Egxy =—— = =247
] 2 -
Kineticka energija materijalne tacke u polozaju B: E,, = —& = 1% = 67
m? m

6v: — 24 = 480 = 6v: =504 = vl = 84— = vy =9 —
5

Primenom Dalamberovog principa (projekcija na pravac normale), odredujemo normalnu reakciju:

: v3 84 .
5,:.”=mf=12-g=1zew — Fy — Fi" —mgcos60° = 0

Fy —126—12-10-0,5=0 — F, =186 N

ZADATAK 3.23. (Zakon o promeni kineticke energije, Dalamberov princip): Telo mase
m=2kg, je krenulo iz tacke A pocetnom brzinom vy=5m/s i kreée se po hrapavoj horizontalnoj
ravni duzine AB=L=1m 1 koeficijenta trenja klizanja p=1/4=0,25. Dalje se krece po glatkoj kruznoj
stazi poluprecnika R = I m do polozaja M odredenim uglom a = 30°. Odrediti brzinu u tacki M,

kao 1 normalnu komponentu podloge (g = 10m / s2 ).

Resenje: Koristec¢i zakon promene kineticke energije izmedu polozaja
A 1 M, izraCuna¢emo brzinu materijalne tacke u poloZaju M:

Eprg —Egxy Z;ﬁh Ay g —I—A (1)

mg '

AV—U"‘ K 4 S J' Rad sile zemljine teZe je u ovom slucaju negativan, jer se telo krece sa
3 |\, % niZeg prema viSem poloZaju, na visinskoj razlici h: A&, . = —mgh

L

< S mg FH

.. OE
Sa slike je: oM = cos@ = OF = Rcosg
h=0B—0E=R—Rcosp =R(1—cosg) =1(1 — cos30°) = h =0,134m

A, =—mgR(1—cosp)=-2-10-0,134= —2,68]

Rad sile trenja je uvek negativan (jedino je jednak nuli kada je podloga glatka), i iznosi, ako je
normalna komponenta sile trenja na horizontalnoj podlozi: Fyy, = mg = A R = uFy L

1
Ap, =—pmgl =——-2-10-1=-5]

e z
Kineticka energija u polozaju M: Ep,y = = u polozaju A: Ex; = L
Iz Jednacme (1), zakona o promeni kineticke energije, sledi:
mv- mug _ —mgR(1 —cosp) — pmglL
2 2 % =  v?—wyi=—-2gR(1-cosp) — 2uglL
v? = v — 2gR(1 — cosp) — 2ugl = vi — 2gR — 2gRcosp — 2ugl

a
il

v

1
25-2:10-142-10-1-cos¢ 2101 — 2 55 501 200059 — 5

-
i

m
v—41-2—

v? = 20cosgp = 20- cos30° =

Primenom Dalamberovog principa, odredujemo normalnu reakcuu podloge tj. najveci pritisak tela

na podlogu. Projektovanjem Dalamberove jednacdine 2 F; + Fj w T F%=0na pravac normale N,
dobija se:

G+F +F7= 0—F, — F™ —mgcosp = 0

. 2 17,32 v
|Ff”|=ma=maﬁ=m3=z- . =3464N — F:-.,——mE—mgcoscp:D

"
&

Fy = mE—I— mgcasg = = 34,64 + 17,32 N F, =52N
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4. DINAMIKA SISTEMA. DINAMIKA TELA

Mehanicki sistem materijalnih tacaka (ili tela) je skup tacaka (ili
tela) izmedu kojih vladaju mehanicke sile (tj. koje se podvrgavaju
Njutnovim zakonima), tako da polozaj i kretanje svake tacke
zavisi od polozaja i kretanja ostalih tacaka sistema. Npr. ¢vrsto
telo, Suncev sistem, automobil, itd. Sile koje deluju na tacke (ili
tela) sistema mogu se podeliti na spoljasnje 1 unutrasnje.
Spoljasnje sile deluju na sistem od strane tacaka koje ne pripadaju

sistemu - F,-S) a unutraSnje sile deluju od drugih tac¢aka sistema -
1:—214

i 1uvek se javljaju u parovima.

‘o
Na primeru automobila na slici: PAS

Sile E{,,ﬁ;,]i,ﬁ: su spoljasnje sile, jer su posledice dejstva F,
podloge koja nije obuhvadéena posmatranim sistemom. Unutra$nje ~
sile sistema (automobila) su sila pritiska gasova na klip motora, sile
pritiska klipova na radilicu, sile trenja na osovinama to¢kova itd. B G T W
Svojstva unutragnjih sila:

n
1) Geometrijski zbir svih unutrasnjih sila jednak je nuli ZF,-“ =0,
i=1
o E o N E
2) Geometrijski zbir momenata ovih sila za tacku (osu) jednak je nuli, ZM ZM x =0
i=1 i=1

4.1. MASA SISTEMA I SREDISTE (CENTAR) MASA

z *
m,

Masa sistema | M = > m;| jednaka je aritmetickom zbiru
i=1
masa svih tacaka (ili tela) sistema.  SrediSte masa ili
Ze m, centar 1ner01je sistema je tacka ¢iji je vektor polozaja:

T, 5 > e - . .
/ zl& j,ﬂ“ Ic = ﬁme- . Projektovanjem na ose Dekartovog
i=1

______________ % koordinatnog sistema dobijamo tri skalarne jednacine:

/ g 1 & 1 & 1 &
X c X —_z X —_E . —_z 7.
C — Vi mix;, Yc = M myi, Zc= Vi m;z;.

i=1 i=1 i=1

Centar mase krutog tela, u
homogenom polju Zemljine
teze poklapa se sa teziStem.
Polozaj centra mase krutog tela
Zemlja se ne menja u odnosu na tacke
tela; ako se taCke sistema
1 Meses pomeraju jedna u odnosu na
k drugu, polozaj centra masa se
O oM menja u toku vremena. Na slici
Mz llm su prikazani centri masa nekih
tela 1 sistema.
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4.2. MOMENTI INERCIJE TELA U ODNOSU NA OSU ROTACIJE

Polozaj centra masa ne karakteriSe u potpunosti raspored masa
sistema. Npr. pri promeni rastojanja 4 od ose Oz (na slici), polozaj
D A B| p centra masa Ce ostati nepromenjen ali ¢e raspored masa biti
] | { drugaciji, Sto ¢e uticati na brze ili sporije obrtanje oko ose Oz.
o Dakle, kod obrtnog kretanja tela za opisivanje njegove inertnosti
u treba znati ne samo masu tela ve¢ i kako je masa rasporedena.
T\ Moment inercije tela (sistema), za neku osu Oz, je skalarna
jq VO 4'# ) )ﬂ% veli¢ina k(pa p?edstavllja .ZbII' proizvoda masa svih tacaka tela i
d ~ kvadrata njihovih rastojanja od te ose:

n
J. =Y mr?,|za kontinualnu raspodelu: J, = J.rzdm

i=1 4
Pri obrtnom kretanju J, ima ekvivalentnu ulogu kao masa pri
translaciji, tj. J. je mera inertnosti tela pri rotaciji (ako su mase blize
osi, J, je manji pa rotacija duze traje i obrnuto).

Saslikeje 72 =x7 +y?, =J. =Zmi(xi2+yi2).

Radijus (polupreénik) inercije tela mase M, |iz =— | jednak je

rastojanju od ose Oz taCke tela, u koju treba smestiti ukupnu masu
tela, da bi moment inercije te tacke bio jednak momentu inercije

Sitavog tela |J, = izz M | Koristi se kod tela slozenog oblika.

Momenti inercije pojedinih homogenih tela:
Tanki pravolinijski Stap z
Ml 2 A

dm
3 - Tﬁg

Jz

~
Tanki i kruzni prst :
anki ravni kruzni prsten i i

. =My

Kruzna ploca (disk, kotur)

Valjak
2
P
2
Pravougaona ploca:
2 2 i
J, = Ma J, = Mb | m
3 3 i "
) 8
aﬂf a >
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MOMENTI INERCIJE ZA PARALELNE OSE. HAJGENS-STAINEROVA TEOREMA

z

“ Napred navedeni obrasci za kruzni prsten, kruznu plocu i valjak
koriste se samo ako osa rotacije prolazi kroz centar mase tela
koje rotira.

m; Za telo na slici centar masa tela se nalazi na Oz osi (x.=0),

gde su ose postavljene tako da je Oy, | |Oy, 012, | |0z

Poznat je moment inercije J, za osu Oz, treba naéiJ,; =?

2 2 2 2 ' ’ '
JZZZ’”[(XI‘ +J’i) lezzmi(xi +i ) xp=x;+d,y;=y,z;,=z,
Ja =Zml-(xi2 —ind+d2 +y,-2)=2mi(x,-2 +yl-2)—2dZm,»x,- +d22m,»‘

%/ 2o, 4

M

. .. 2
Moment inercije za osu Oz, |/, =J, +Md~.

Hajgens-Stajnerova teorema: Moment inercije tela za datu osu jednak je zbiru momenata inercije za
paralelnu teZiSnu osu i proizvoda mase tela i kvadrata rastojanja izmedu paralelnih osa. Clan
je polozajni moment inercije. Moment inercije za teziSnu osu je manji od momenta inercije

za bilo koju drugu paralelnu osu: |J, =J,, — Md".

ANZ Az Primeri primene Hajgens-Stajnerove teoreme:
A ) a)' Odreditvi.vmoment inercije tankog homogenog pravog Stapa AB, duzine I, za
2 .|C njegovu tezisnu osu.
2

Moment inercije za kraj Stapa: J, :%. Rastojanje AC=I/2, pa primenom ove

. m? (1Y M
teoreme dobijamo: J_; =J, —d’M="—— (f) M=—"——.
3 2 12
b) Odrediti momente inercije pravougaone ploce za ose kroz teZiste ploce.
2 2
Za ose Ax; i Az;: J, = Ta, Iy = Tb Rastojanja: d;=a/2, d,=b/2.
r >x, Primenjujuci teoremu dobicemo:

Ma? 2
P ;o Jy=Jdyy—diM=

2
Jz:Jz]_dIM: ]2 .

4.3. ZAKON O KRETANJU SREDISTA MASA SISTEMA

Na svaku tacku sistema deluju spoljasnje i unutrasnje sile.
Primenom II Njutnovog zakona na sve tacke, dobija se n jednacina

¢ijim sabiranjem dobijamo izraz: Zm;a; = ZFI'S + ZEM Dalje je:

Ch_ 4 MG = sma, SEY =0
i = Md, =ama;, < =Y

m -

=M
dr® dr®

o Dobija se jednacina kretanja sredi$ta masa: Ma, = ZFiS =F 1}? .
x Zakon o kretanju srediSta masa sistema: proizvod mase sistema i
ubrzanja njegovog sredista masa jednak je geometrijskom zbiru svih spoljasnjih sila.
Projektovanjem vektorske jednacine dobijaju se skalarne jednacine: M. =3 X, M3jc =Y.

Zakon o odrzanju kretanja sredista masa:
Fp=Y F'=0= dc =0, V¢ =const.,tj telo miruje ili se krece jednoliko;

ili projektovanjem na osu X3 = ZXf =0.= M ¥ =0=> Xc =V, =const.
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{)oc')cg;?(nski Ako posmatramo kretanje automobila po horizontalnoj

pravac  povrSini, sila pritiska gasova u motoru je unutrasnja sila koja,

Kretanja 15, takva, ne moze izazvati di
— pomeranje srediSta masa. Kretanje
se ostvaruje pomocu spoljasnjih sila trenja klizanja koje se
= i javljaju izmedu tockova i podloge. Motor predaje obrtni
H H moment M pogonskim tockovima i pri tome tacka dodira tocka
sa podlogom tezi klizanju unazad. Tada na pogonski tocak deluje sila trenja usmerena u pravcu i
smeru kretanja - to je spoljasnja sila koja izaziva pomeranje sredista automobila. Kada te sile nema,

ili kada je ona nedovoljna (npr. na poledici), ni pri velikom obrtnom momentu, proizvedenom
unutra$njim silama, automobil nece poceti kretanje ve¢ ¢e se pogonski tockovi obrtati u mestu.

4.4. ZAKON O PROMENI KOLICINE KRETANJA SISTEMA

Koli¢ina kretanja sistema jednaka je geometrijskom zbiru koli¢ina kretanja svih tacaka sistema:

n n
K= m1\71 + m2172 +...+ mnﬁn = Zmiﬁi = ZK’
i=1 i=1
Polaze¢i od formule za srediSte sistema sledi: Zml.?,- =My = K= > mv; = Mve

d* K c 7 Fs
Promena koli¢ine kretanja bice: — = Z = Zm a; = Fy = % -F =|Ki—Ky= Z[ié

Zakon ima sli¢nu formu kao i u d1nam1c1 tacke, s tim $to se uzimaju samo impulsi spoljasnjih sila.
Zakon promene kolidine kretanja sistema: promena kolicine kretanja sistema za neki vremenski
interval, jednaka je vektorskom zbiru impulsa svih spoljasnjih sila, koje deluju na sistem, a za isti
interval. Ovaj zakon ima primenu u mehanici fluida.

- dK -
Zakon o ocuvanju kolicine kretanja sistema: zFiS =0=> p 0, tj. K = const.

4.5. ZAKON O PROMENI MOMENTA KOLICINE KRETANJA SISTEMA

Kolic¢ina kretanja K je karakteristika translatornog kretanja, moment koli¢ine kretanja -zamah L,
karakteriSe obrtno kretanje.

_ n
Glavni moment koli¢ine kretanja sistema: Ly = ZVixmvl- jednak je vektorskom zbiru momenata

koli¢ine kretanja svih tacaka sistema.

. y " 2 .
U odnosu na koordinatnu osu moze se pisati: K;=m;v;/=mr;®, = L;=riKi=my; @0, = tj.
zamah za osu obrtanja je jednak proizvodu momenta inercije tela za tu osu i ugaone brzine tela.

dLy _d ( s u) dLO L R
= xm;v; ) =1x\F; + F; L er + er = My

dt dt( 2 Z oi Z z ;
Zakon o promeni glavnog momenta kohclne kretanla. lzvod glavnog momenta kolicine kretanja
sistema, jednak je vektorskom zbiru momenata svih spoljasnjih sila za tu istu tacku.

n as . ... |dL .
X ="M ;... ,ili nadrugi nacin: 7;=Jza)=JZg,
i=1
Zakon o ocuvanju glavnog momenta kolicine kretanja sistema:

o dL ‘ dL )
) Sl _037 0,t. Lo =const.  2) > mki :o:th:O, 4.L, =J,0 = const.
Kada se pojedine tacke udaljavaju od ose, povecava se J,, ugaona brzina ¢e se smanjivati i obrnuto.

64



4.6. KINETICKA ENERGIJA SISTEMA

1
Kineti¢ka energija sistema materijalnih tacaka jednaka je: £y = zEk,- =3 Zm,-v,-z .

1 2
1. Translatorno kretanje. Brzine svih ta¢aka su paralelne i jednake = |Ey =— Mvc.

. . y 1 1. 9
2. Obrtno kretanje. Brzina i-te tacke tela vi=r;0 = Ej = Ezmmzwz = |Ex= EJZCU .

3. Ravno kretanje.
Izraz za kinetic¢ku energiju jednak je zbiru Ek translacije sa brzinom sredista i

1 1
Ex obrtnog kretanja oko sredista: | Ey = EJ ca)2 + EMV%

4.7. RACUNANJE RADOVA

4.7.1. Rad sile koja izvodi obrtanje tela oko ose

Ako se sila razlozi na komponentu paralelnu sa osom rotacije Oz i komponentu u
ravni upravnoj na osu rotacije F' = Fy +Z, obrtanje oko ose Oz vr§i samo

komponenta Fr:

ds=rdp= dA=Fds=Frdg. ME=Fr dh=MmFap.

P
Pri obrtanju tela za konacan ugao ¢; rad sile jednak je: A= IM Fag.
0

1
Kada je F=const. = A=M? .[d(/) :>A=Mf(/)1.
0

4.7.1. Rad sile trenja (otpora) pri kotrljanju

Otpor kotrljanju, usled deformacije podloge, izaziva pojavu sprega M=kN (k je krak otpora
kotrljanja). Elementarni rad ovog sprega jednak je:

) _—
| dA=-Mdp=-kNdp, dp=dso/R = dA = —kNdSTC.
______ Ako je N=const. rad otpora kotrljanja bi¢e jednak:
k k Sc .
3 iz A:—ENJ.dscz—EN-SC: A=—kN?, gde jesc

pomeranje tezista tela.

4.8. ZAKON O PROMENI KINETICKE ENERGIJE SISTEMA

Zakon promene kineticke energije za tacku primenjujemo za i-tu tacku sistema (uzimajuéi

2
spoljasnje 1 unutrasnje sile): dE; = d[m’zv’j =dA? +dAY, nakon sabiranja svih jednacina:
2 :
dy mfzvi =dE, =Y dA} +Y dA", Integracijom se dobija konadan izraz: |Ex1 —Exo = zAf + ZA?

Promena_kineticke energije sistema, pri nekom pomeranju, jednaka je sumi radova na tom
pomeranju, svih spoljasnjih i unutrasnjih sila, koje na sistem deluju. Kod apsolutno krutog tela i
kada na sistem deluju idealne veze (glatka povrsina, kotrljanje bez klizanja), zbir radova svih
unutra$njih sila jednak je nuli. Primenjuje se za odredivanje brzina, ubrzanja ili radova.
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4.9. ZADACI 1Z DINAMIKE TELA

ZADATAK 4.1. (Zakon o kretanju srediSta masa): Krivaja AB, duzine »=0,2m i tezine G;=10N,
obrée se konstantnom ugaonom brzinom =2 rad/s, dovodec¢i u kretanje kulisu i klip D, povezan sa
njom (Cija je ukupna tezina G>=20N, duZina 2a=0,4m). Na klip, u toku kretanja deluje konstantna
sila Q=50N. Zanemarujuci trenje, naci najveci horizontalni pritisak X, na osovinu A krivaje. Uzeti

daje g=10m/s".

Resenje: Posmatracemo kretanje celog sistema:
:ZX,-S =X,—0. Ovdeje: <«BAD =¢p = at,

”(6_>x xczixlml—i_xzmz;mlzizgzlkg, mzzizgzzk;
g g 10

M 10

,
= ECOS wt =0,1cos2t, x, =a+rcoswt=0,2+0,2cos2t.

Diferenciranjem koordinate teziSta po vremenu dobijamo:

1-0,1cos2¢ +2-(0,2 +0,2cos 2¢)
3 b

X, =0+ M, :50—3-§cos2t:50—20052t.

Xe = c

= —%(0,1 + O,4)~ 4cos2t = —%cos 2t.

Maksimalnu vrednost pritiska ima¢emo za cos2t=-1: X, . =50+2=52N.

ZADATAK 4.2. (Zakon o promeni Kineticke energije sistema): Disk mase m=12kg,
poluprecnika R=12cm, rotira sa n=6000b/min oko nepomicne ose O kroz
centar. Odrediti potrebni koeficijent trenja izmedu kocnice i diska da bi se disk

F I & _. zaustavio nakon 20 obrtaja, pritiskom kocnice na disk silom od F=90N.
Poluprecnik inercije diska jednak je i=0,2m. Odrediti vreme do zaustavljanja.
Trenje u osloncu zanemariti.

Resenje: Primenicemo zakon promene kineticke energije:
Ey —Ep =ZA,~ =Ag, . Kineticka energija pri obrtnom kretanju jednaka je

1
Ey; =5Jw2, gde je moment inercije J = mi% =12-0,2% = 0,48kgm®. Pocetna

ugaona brzina obrtanja diska jednaka je: w:%: i '36000 207 =62, 8@ Na kraju kretanja je

ugaona brzina, a samim tim i kineticka energija diska, jednaka nuli. Ugao koji disk opise za

180
N=250b jednak je @ =27aN =507 =15Trad —157— =9000". Posto je sila trenja F, = uN , rad sile

trenja jednak je:
Ap, =—M-p= ~F,R)- o =—~(uFR)- @ =—11-90-012-157 = ~1695,6 1.

Zamenom svih vrednosti dobijamo:

U o2 ! 2 946,5
0—— =—F,R ——048-62,8° =-1695,6 46,5 =1695,6 =——7"—=0,558.
ZJC" e — e , 95,611 — 946, 95,61 — U T6956
1z jednacina jednakousporenog obrtanja sledi:
w=wy—é& — O=wy—-ea— a=wy=628—> g:@.
(0=a)ot—l€tz—> 157=62,8t—1 628t2—> 157 =628t —-31,4t > t:ﬁ:SS,
2 2 ¢ 31.4
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ZADATAK 4.3. (Zakon o promeni kineticke energije sistema): Kaisnici A i B, spojeni kaiSem
obréu se tako da kaisSnik A ima ugaonu brzinu
@, =3L4rad/s. Masa kaiSnika A, poluprecnika

R=15cm, iznosi 4,5kg. Masa kaiSnika B, poluprec¢nika
r=10cm, iznosi 3kg a masa kaisa je /kg. Da bi se kocilo
ovo obrtanje, na kaisSnik A se deluje silom F=80N, preko
papuce za kocenje. Koeficijent trenja papuce o kaisnik
iznosi p=0,45. Zanemarujuci trenje u leziStima i
smatrajuci da su kai$nici homogeni puni diskovi, odrediti koliki ¢e broj obrtaja izvrsiti kaisnik A
dok se ne zaustavi.

ReSenje: Zakon promene kineticke enegije sistema glasi: Ezy —Epo= Y A; gde je Ej =0. Brzine
svih ta¢aka kaiSa su jednake medusobno: v, = Ray =rap =015-314=471m /s,
, v 471 rad

asledi @) =-*%= =47]1—.
P ‘o0l s

Momenti inercije kai$nika: J, = Lo R2 = L45.0152 —0,0506kgm?, 75 = 1m,_,;rz ~ 13,012 20015kgm?.
2 2 2 2

Sa tim podacima se mogu izraunati kinetiCke energije pojedinih tela i celog sistema:
Ey :%JAa)g; Ep :%ngéz; Ewx :%mkv]% = By =By + Egg + Epge =24.94+16,64+11,09 = 52,6Tkgm> / 5.
Rad sile teZze jednak je nuli (teziSta se pri kretanju ne pomeraju). Ugao obrtanja do
zaustavljanja ¢ = 22V , rad sile trenja:

Ag, =—~(uFR) ¢ =—(uFR)- 27N =~045-80-015-27V = -339- N.
Zamenom svih vrednosti u izraz £y — Eyg = ZAi dobijamo:

0-52,67=-339N —52,67=339N - N = % =1,55.

>

le—

~ ZADATAK 4.4. (Dalamberov princip): Dizalica, na prepustu
L8 grednog nosata 4B, podize teret tezine (=20N sa usporenjem

A BA c a=2m/s’. Odrediti reakcije u osloncima grede ako je teZina grede
< a e b, G1=40N, tezina dizalice G,=10N. Dato: a=2,5m; b=0,5m, c¢=30cm;
B d=20cm.
Resenje: Teret se podize sa usporenjem pa je vektor a usmeren
suprotno vektoru brzine. Inercijalna sila je usmerena suprotno smeru 03

; 0 20 N =

ubrzanja tereta i ima intenzitet: F" =ma==a=—-2=4,08N. X

g 9,81 A

»T

Na sistem deluju sile (aktivne, reaktivne i inercijalne):

Gll BA y Fi“
G
% 2
2,5m phed

AV
o vé

Gy,Gy, 0, Fy, Fg, F™
1z uslova fiktivne ravnoteZe sledi:
ZMA =0; Fg-25-0-31+F".31-G,-27-G,-15=0
2,5Fp—20-31+4,08-31-10-2,7-40-1,5=0—> 25F-13635=0 — Fp=>5454N.
ZY,- =0; Fy+Fp +Fn -G1-G,-0=0—> F,+5454+408-40-10-20=0—> F,=1138N.
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ZADATAK 4.5. (Dalamberov princip): Odrediti intenzitete

vertikalnih reaktivnih sila na prednjim i zadnjim osloncima

dizalice pri spustanju kontejnera 3. Spustanje se obavlja sa

usporenjem a= 2,45m/s2. Tezina dizalice G,=46,8kN; teZina

kontejnera Gx=18kN a sila otpora spustanju kontejnera R=12kN.
4 VeliCine rastojanja su date na slici.

Y
pod!
g N (4}
PRESS)

Ex' N
: 7%

» ReSenje: Inercijalna sila je usmerena nadole i brojno je jednaka:

Fin =ma:G—Ka=£~2,45=4,5kN.
g 9,81

1z uslova fiktivne ravnoteze sledi:
D Mp=0—> Y, =49N, DV;=0-> Y =144N

ZADATAK 4.6. (Dalamberov princip): Transportno vozilo, mase
m=10t, prevozi teret iste mase. Polozaji tezista vozila i tereta su dati
na slici, pri ¢emu su duzine: b=2,3m; d=3,8m; [=58m, h,=2,Im;
hc=1,7m. Naéi ubrzanje vozila ako su zadnji tockovi pogonski a
koeficijent trenja izmedu tockova i podloge 1=0,6.

Resenje: Inercijalne sile vozila i tereta su usmerene suprotno smeru

ubrzanja, intenziteta: F° " —ma . Tezine tereta i vozila su jednake i
iznose G=mg =9810N.Sila trenja deluje na pogonski to¢ak suprotno

smeru obrtanja tj. u smeru kretanja: F,, = #Np . 1z uslova fiktivne ravnoteze dobija se:
> M, =0; Ng-58-G(58-38)-G(58-23)-F" 17— F" -21=0— Ny =095G +0,655F".
F,=puNp= 0,6(0,95(; +0,655F™ ): 0,57G +0393F™

S X, =0; Fy—F"—F" 20 057G+0393F" —2F™" =0 0,5Tmg —1,607ma =0—> a =218 _348™

L607m 2
z ZADATAK 4.7. (Dalamberov_princip): Na osovini AB, zanemarljive
8 tezine, koja se ravnomerno obrée konstantnom ugaonom brzinom
y - @w="7rad/s, ucvricena su dva jednaka tereta ¢ije su mase m=1kg. Odrediti
m = . . . . . .. .
? reakcije u osloncima A i B za prikazani polozaj ako je #=20cm.
A
= Resenje: Y
oD & Ubrzanja tereta ¢e biti jednaka (uzimajudi da je B X'B i
m rastojanje h=0,2m): Fin 2y
— — 4
L5h = a1=aN=ha)2:0,2‘72:9,8ﬂ2, 0,2) -
7 ] s E: 03, 3
A /// <4

a,=ay = 15he* = 14,7%,
N X A
(tangencijalna komponenta ubrzanja je jednaka nuli pri obrtanju Ay X
konstantnom ugaonom brzinom). Normalna ubrzanja su usmerena ka osi

rotacije, inercijalne sile su usmerene suprotno od njih i imaju intenzitete:

F" =ma; =1.-98=98N, Fi" =may, =1-147=14,7N . Iz uslova fiktivne ravnoteze sledi:
Y, =0, Y, -mg-mg=0 - Y,=2mg=2-1981=19,62N,
SMy=0; Xp-08+F"-02-F"-06+mg 03-mg-02=0
08X +14,7-02-98-0,6+9,81-03-981-02=0— 08Xz -1959=0 — X =2,45N.
SX;=0; Xp+F"-F"-X,=0—> X,=1735N.
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ZADATAK 4.8. (Rad, Snaga): Na vratilu, koje se obrée
konstantnim brojem obrtaja n=7500b/min, ucvrseni su pogonski
kaisnici datih prec¢nika. Sile u slobodnim ograncima kaiSeva iznose
T,=1800N i T,=1500N. Odrediti rad koji vr§i pogonski moment M,
za t=20min i potrebnu snagu P.

=750 d
Resenje: Ugaona brzina: @ = m_z =257 = 78,5£ ,
30 30 S

za t=20min=1200s ugao obrtanja vratila: ¢ =@t =257 -1200 =300007 rad.

Momenti na kai$nicima racunaju se preko obimnih sila:

M, =(187; —Tl)% =08- 1800% =360Nm = 036kNm ,

M, =027, - Tz)ﬁ 150022 — 600Nm = 0,6kNm
2 2

Ukupan rad: A =M;p+ M,¢=(036+0,6)-300007z = 288007 kJ ;
A 288007

=—= =T754kW.
t 1200

potrebna snaga:

ZADATAK 4.9. (Zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja): Na tocak poluprec¢nika r=40cm,
tezine G;=20N, koji se obrce oko nepomi¢ne horizontalne ose O, namotan je konac na Cijem je
kraju teret G=30N. Na tocak deluje obrtni moment M=40Nm. Smatrajuéi to¢ak materijalnim
kruznim prstenom, odrediti ubrzanje tereta a.

\4 dL s
ReSenje: Primenom zakona o promeni momenta koli¢ine kretanja th =>M ZF’ ,
‘ gde je z osa postavljena kroz tacku O, normalno na ravan toc¢ka dobija se:
ZMF =M -Gr=40-30-04=28Nm;, m _G.30 =3kg, m G =2kg,
e W, g 10 g
L = (LZ)ter +(L2)toc = rmv+rmy = r(m+m )= 0,4v-5 =2v
o o8 2@ 5y B B4
dt dt’  dt dt 2 §2

ZADATAK 4.10. (Zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja): Odrediti ugaono ubrzanje
tocka, (polupre¢nika R=0,4m, tezine G=40N, poluprecnika inercije za osu obrtanja i.=0,2m), ako su
sile u kai$niku, koji to¢ak dovodi u kretanje, F;=60N i F,=50N.
Resenje: Po zakonu promene momenta koli¢ine kretanja imamo:

d;; =M > M = FR-F,R=0,4(60-50)=4Nm.
F
J. =M’ L=Jo= gifa) _40, 0,04- = 0,160, aL, _ i(o,mw): 0,16¢;
g 10 t dt
0165 =4=>5=—1_—25799
0,1 52
E

2

ZADATAK 4.11. (Zakon o promeni_momenta koli¢ine kretanja): U frikcionom prenosniku,
pritisna sila izmedu vodeéeg 1 i vodenog frikcionog tocka 2, obezbeduje se oprugama 3. Odrediti
veli¢inu momenta M; na vodecem vratilu i minimalnu silu pritiska opruga ako na vodeno vratilo
deluje otporni moment M,=2,5kNm. Mase toc¢kova su: m;=25kg 1 m,=75kg, poluprecnik inercije
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vodeceg tocka i;=0,35d; a vodeni to¢ak smatrati homogenim diskom. Ugaono ubrzanje vratila 2 je
£=250 rad/s’, koeficijent trenja medu tockovima =0, 3.

ReSenje: Momenti inercije to¢kova:
J 1 =myi =25(0,35-0,4)* =0,49%gm?

z

2"\ 2) T2
Zakon promene momenta koli¢ine kretanja za telo 2:
dL F d
th:zMz’ > Jn 8 =-M; +(/1F)72,
3,375-250=-2500+0,3F"-0,3 — 843,75 =-2500+0,09F — 0,09F =3343,75 —>

2
Jop = lmz[ﬁ) L75.032 =3375kgm?.

. rnoy, 03w, do dw, rad
Posto je nwy = nw, - oy =——==—==15w,, odnosno — =15—= — & =1,5¢, =375——.
eanh noo 02 dt d 7 2 2
e . sz F. dl
Zakon promene momenta koli¢ine kretanja za telo 1: o ZM o> J e =M - (yF); ,

049-375=M;-0,3-371528-0,2 - 183,75 =M —22292 — M; =22292+183,75=241295Nm = 2,41kNm.

4.10. BRZINE KRETANJA ELEMENATA SISTEMA I NJIHOV ODNOS

Mehanicki sistem 1:

4 3 Telo 1 kreée se brzinom v;,
1z sliénosti trouglova: ~L =4 Wt _ N
. L= Vv, = = —
: r\ / T 2r r o 2
() V- YV 0/ A )3
! oy . v v
et ; Iz sli¢nosti trouglova: —4 =2
Vi 2r r
2r 2r
lV- *
i e V,or v v
] Zatelo 2 bie v,=-4—=-4=-1
2r 2 4
Vv
®>']'ﬁu1s]ucij;1 ®> Rotacija Telo3 > w, = il Telo 4 — w, = V2 = M
@ @ 2r r 4r

Mehanicki sistem 2:

Telo C krece se brzinom v,

N Ve v Ve r
Iz sli¢nosti trouglova: < =-2 — y, =-C
R r R

i r

@ Translacija Ve —

® Rotacija
Ravno kretanje

~

_Ve _Vp _ _Ve'r _ve

R r r R-r R

Wp

. r
Brzina centratela A »> v, =v, =v, 2
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Mehanicki sistem 3:

Telo A krece se brzinom vy,

Telo B — w, =a
2r

(&) Telo C—
oy . v V- v, r A4
Iz sli¢nosti trouglova—24 =< — y =4 —=-4
2r r 2r 2
Va
@ Transtacif TeloD —» v, =v.=-—%
ranslacija 2
@ Rotacija
(© Ravno kretanje
@ Translacija
= Mehanicki sistem 4:

Telo 1 kreée se brzinom v;,
Telo 2: 1z sli¢nosti trouglova

v,V
=L 5y =2y
r 2r
v,
w,=2=0
2r r
(G Tonsilictp Telo 3: Iz sli¢nosti trouglova
@) - Roacija v R v,
- Ravno kretanje —_—=—= Vv, =—==V,
© - 2r r 2

ZADATAK 4.12. (Zakon o promeni kinetiCke energije sistema):
Materijalni sistem Cine tri tela. Telo 1 je homogeni kotur polupre¢nika
r=0,1m 1 mase m;=2kg. Telo 2 je koaksijalni kalem, poluprecnika r i
2r, mase my=4kg, poluprecnika inercije za osu rotacije i,=0,07m. Teret
3, mase m;=Ilkg, klizi po hrapavoj horizontalnoj ravni koeficijenta
trenja klizanja p=0,25. Tela povezuje lako nerastegljivo uze. Ceo
sistem se krece u vertikalnoj ravni, bez pocetne brzine, pri ¢emu je
brzina centra tela 1 jednaka v=v(?). Naéi ubrzanje tela 1.

Resenje: Telo 1 vrSi ravno kretanje, trenutni pol brzina nalazi se u tacki dodira diska i nepokretnog
kraja uzeta, pa je: o :CLPV zfzol,l . Brzina tacke A natelu 1 je: vy =4P, o = 2r-% =2v. Tatka B
na telu 2 imace istu brzinu kao i tacka A tj. vg=v,=2v. Telo 2 vrsi rotaciju oko nepomicne ose pa je:
@, =‘;—I; =% =%. Brzina ta¢ke D na telu 2: vp =r-w, =r-; =v, 1 jednaka je brzini tela 3 koje se
krece translatorno , tj. vi=vp=v.

Zakon promene kineticke energije glasi: £y —Ey =) A; gde je

Eo =0 jer sistem krece iz stanja mirovanja.
Izrazi za kineti¢ke energije (u funkciji brzine v):
telo 1 (ravno kretanje)- disk je homogen pa je

1 v 3 3
Ji :—mlrz, oy ==L odnosno Ej =~mpd ==>-2-v* =150%;
2 r 4 4

telo 2 (rotacija) - J, =myi3 =4-0,07% = 0,02kgm?,

1 2 1 v 2 V2 2
Epy =~ Jywd =~.002-( 2| =001 =
k2 =5 a0 =y (o,lj 001
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.. 1 1
telo 3 (translacija) - E;3 = 5m3v32 =5 192 =0507 ;
— " By =Epy + Egy + Epz =15 92 40507 =317,

Izrazi za radove sila (u funkciji pomeranja s): za telo 1 (teZiSte tela se pomera nadole za h;=s) -
A=A, =+mgh =2-981s=19,62s;  zatelo 2 je rad teze jednak nuli jer nema pomeranja tezista;

za telo 3 (nema visinskog pomeranja teZiSta pa je A,,=0, samo sila trenja vr$i rad) -
Fy =msg— Fy=uFy = umyg=025-1-981=245N; Ay =Ap, =-F,s=-245s.

D A; A +A; +A; =19,625+0—-2455 =17,17s. Zamenom u E, — Eo = ¥ A, dobijamo: W2 =1717s,

. .. d d:
ad1ferenc1ranjem: 3-2v71;:17,17?j—> 6v-a=1717v — 6a=1717 — a=ﬂ=2,86ﬂ2.

6 s

ZADATAK 4.13. (Zakon o promeni kineticke energije sistema): Materijalni sistem ¢ine Cetiri

: tela. Teret 1, mase m;=1kg, se kre¢e nadole. Telo 2 je koaksijalni kalem
veceg poluprecnika 2r=0,4m sa ozubljenim delom poluprecnika r=0,2m.
Telo 2 je mase m,=4kg, poluprecnika inercije za osu rotacije i>=0,3m.
Delom svoje Sirine ozubljeno telo 3 smatrati homogenim diskom,
polupre¢nika r;=1,5r=0,3m, mase ms;=4kg. Teret 4 ima masu my=1kg.
Tela su povezana lakim nerastegljivim uzetom. Ceo sistem se kreée u
vertikalnoj ravni, bez pocetne brzine. Naci ubrzanje tela 1.

Resenje: Telo 1 vrsi translatorno kretanje brzinom v. Telo 2 vrsi rotaciju

oko nepomicne ose pa je: w2=2l. Brzina tacke na telu 2 koja je u dodiru sa telom 3:
r

vp _05v v

vp =r-w, =r—=Y205v. Telo 3 vrsi rotaciju oko nepomi¢ne ose pa je: ;= = =—.
2r 2 15 15 3r

Brzina tacaka na obimu diska 3 jednake su brzini tela 4 koje se krece translatorno , tj. vp=v3=0,5v.
Zakon promene kinetiCke energije: Ejy — Ey =ZA,~ gde je E;,=0 jer

sistem krece iz stanja mirovanja.
Izrazi za kineti¢ke energije (u funkciji brzine v):

. 1 1
za telo 1 (translatorno kretanje)- Ey; = 5’"1"12 :E~1~v2 =05v%;
za telo 2 (rotacija) - J, = m2i22 =4.03% =036kgm>

>

2

2
T3 == 0,36(0—”4) = 0,180V—16 =1125v%;

. . 1 2
za disk 3 (rotacija) -J3 = 5’”3’32 =018kgm?  E = %J3a)32 = %0,18 : (O—VJ =0.257;

.. 1 1
za telo 4 (translacija) - Ez4 = Em4vf =7 1 (0,5\»)2 =0,125v°

— > B =057 +1125v7 +0.25v% +0,125v% =202,

Izrazi za radove sila (u funkciji pomeranja s): za telo 1 (teziSte tela se pomera nadole za h;=s) -
A=A, =+mgh =1-981s =981s;

zatela2 13 jerad sile teze jednak nuli jer nema pomeranja tezista;
za telo 4 (pomeranje hy=sy posto je v,=0,5v —s,=0,55) - A, =A

mg = +14ghy =1-9,81-0,55 =4,905s ;

SA; A, +Ay +A3 =981s+0+0+4905s =14,715s. Zamenom u £, — E, = » A, dobijamo: 2v* =14,715s,

dv ds 14,715
a=-—1"

a diferenciranjem po vremenu: 2- ZVE = 14,7155 — dv-a=14715v — = 3,68%.

N
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A 5&° ZADATAK 4.14. (Zakon o promeni kineticke energije
sistema): Na disk, poluprec¢nika R=0,5m i tezine G=50N,
p hamotano je uZe, prebaceno preko nepomicnog kotura O i

c yc zategnuto teretom D, tezine Q=40N. Odrediti brzinu i
g Qy Uubrzanje centra diska C, nakon predenog puta s, ako je
"T_, vep=0. Krak otpora kotrljanja diska je k=0, m, poluprecnik
BN N inercije diska za centralnu osu je i=0,4m. Masu konca i

kotura o zanemariti.
Resenje: Exp=0, tj. E;=24;. (a)
I 5> (1 2, 1 2
Ep = Eyyer + Epgisic = M+ (2 mgve + EJ co” |

m=2 tkg m, =% —skg w=2C=YC_no,.,
t &g My & C
g g R 05

Vp=va=2ve, J_ =my,-i* =5-04 = 08kgm’
E; :%-4-(2%)2 +[;-5~vé +;-O,8-(2vc)2):vé(8+2,5+1,6):12,1vé;

Rad vrsi sila Q i spreg koje Cine sile N i G. Posto je vp =2v¢, pomeranje tereta 7=2s (gde je s
pomeranje centra diska). Radovi sila jednaki su:

Ap=hQ=2sQ=80s, A, = —%Gs =— 8; -50s =—10s, > A; =80s—10s =70s.

>

Zamenjujuci u jednacinu (a) dobijamo brzinu centra diska: 12,1\% =70s > vé = 7—0s =5,78s

Radi odredivanja ubrzanja diferenciramo jednacinu po vremenu (ds/dt=vc):

12,020 P _ 08 Ly dve _, 70 _,g9m
dt dt 24,2 s
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DODATAK — kratak pregled formula
Algebra
Stepenovanje: (a+b) =a®+2ab+b*>  (a—bf =da®> —2ab+b> a®—b* =(a+b)a—b)

—b+b* —dac

kvadratna jednagina: ax’ +bx+c=0 — Xjp =

2a
Trigonometrija
b legla katet
A cosazf:’mh'egfﬂ, cosﬂzg, tga:%
c 2o p? c ipo enuzclzC y c . .
sinor =& — nasp}.’amna a ea, sinp=l 1p=t
c hipotenuza c a
c a B sina
Trigonometrijske identi¢nosti: sin* a+cos*a =1 tga =
cos
800 0 0o T 0o T 0o 7 0o
Merenje uglova: lrad=—— —> 180" =z, 30" =—, 60" ==, 45 ==, 90" =—.
V4 6 3 4 2
o sin(aiﬂ)zsina cos f*cosa sin B cos(aiﬂ)zcosa cos pFsina sin B
Adicione formule: 5 )
sin2a =2sina cosa cos2a =cos” a —sin” a
Vrednosti trigonometrijskih funkcija nekih uglova:

o 0 30 45" 60’ 90’ 180’ 270° 360"
sina 0 1/2 V272 | VB2 1 0 -1 0
cos 1 J3/2 | V272 1/2 0 -1 0 1

. b c
Sinusna teorema:
sina  sin ,6’ siny

Kosinusna teorema: ¢ =a” +b* —2ab cos 4
Ivodi y=/(x) >y =2 y=ri)>5=2

dx dt

osnovne funkcije zbir | proizvod

funkcija | const. x" " Sinx sint cos x cost u+v uvy
izvod f-je 0 ! "] cos x cost -sinx | -sint | u'+V | uv+Vu

Primeri:y:x2—>y'=2x; y=t3—>)'/=3t2; x=2->x=0;, x=t—>x=1

y=cost > y=-—sint; x=4sint >x=4cost;, y=2t—5Scost—>y =2-1—5-(—Sint)=2+55int

Izvod sloZene funkcije:

u:u()v v(x)—>u' =u'(v)- () U= u(v)v v(t)—>u=uv)- ()
x=cos2t—>)'c=(c052t) (2) (—sin2t)-(2-1)= —2sin2t
y=5sin711—>j/=5(sin7zt) () =5(cos mt)- (7 -1) =5z cos mt

Integrali
n+l
[dx=x+C  [dt=t+C [x'dx=2>
n+1

+C  [sintdt =—cost+C  [costdt =sint+C

2 3
Primeri: [ 2¢dt = 2] tdt = 2% —2+C (leost+ar t=sint+4%+C
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