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UVOD. OSNOVNI POJMOVI

Mehanika je prirodno-matematicka nauka u kojoj se izuc¢avaju relativna kretanja tela u prostoru
i vremenu. Tela medusobno deluju jedno na drugo a mera njihovog medudejstva je sila. Sila dovodi
do promene stanja kretanja tela ili do njegove deformacije. Za potpuno odredivanje sile potrebno je
znati njenu veli¢inu, pravac, smer i napadnu tacku tj. sila je vektorska veli¢ina. Jedinica za merenje

je njutn (IN=1kgm/s?).

Sila kojom planeta Zemlja deluje na materijalno telo na svojoj povrSini je sila teze ili teZina
tela G. Odnos tezine tela i ubrzanja slobodnog pada u datoj tacki je gravitaciona masa tela m,
m=G/g. Masa je mera sposobnosti tela da zadrzi postojee stanja kretanja ili mirovanja. To je
pozitivna skalarna veli¢ina, jedinica za merenje je kg.

Racunanje vremena pocinje, po pravilu, od trenutka od koga pocinje i proucavanje kretanja.
Vreme (tempus - f) je matemati¢ki gledano pozitivan, nezavisno promenljivi skalar, jedinica za
merenje je s.

Materijalna tacka predstavlja model tela odredene mase ¢ije su dimenzije zanemarljivo male u
uporedenju sa dimenzijama prostora u kome se telo krece. Npr. planeta Zemlja se moZe smatrati
materijalnom tackom pri proucavanju njenog kretanja oko Sunca. Apsolutno kruto telo je telo
(idealizovano) kod koga rastojanje izmedu bilo koje dve tacke ostaje uvek nepromenjeno.

Da bi se definisalo kretanje tela ili materijalne tacke potrebno je odrediti njen polozaj u
koordinatnom sistemu u svakom vremenskom trenutku, odn. znati koordinate tacke u funkciji
vremena. Kretanje tacke je po pravilu neprekidno, a putanja (trajektorija) tacke predstavlja niz
uzastopnih polozaja kroz koje tacka prolazi u toku kretanja. Prema obliku putanje sledi i prva podela
kretanja tacke na pravolinijska i krivolinijska. Najcesce koris¢eni koordinatni sistemi za analiticko
opisivanje kretanja tacke su: Dekartov-pravougli, polarno-cilindricni i prirodni (krivolinijski)
koordinatni sistem.

Najcesce se teorijska mehanika deli na: statiku, kinematiku i dinamiku.

- Statika ispituje uslove ravnoteze tela pod uticajem sila, pri ¢emu su sila i duZina osnovne
veli¢ine. Statika predstavlja geometriju sila.

- Kinematika proucava kretanja tela sa geometrijskog stanoviSta ne vodeci rauna ni o
uzrocima kretanja (silama) ni o materijalnosti tela koja se krecu, tj. kinematika je geometrija
kretanja. DuZina i vreme su ovde osnovne veli¢ine. Kinematika se deli na kinematiku tacke i
kinematiku tela.

- Dinamika izucava kretanja tela uzimajuci u obzir i njithovu masu i sile koje kretanje izazivaju.
Duzina, vreme i masa su veli¢ine kojima se ovde operise.



1. KINEMATIKA TACKE

1.1.PRAVOLINIJSKO KRETANJE TACKE

Pri kretanju tacka M zauzima u toku vremena niz uzastopnih polozaja

Y My, M;, My,... na njenoj pravolinijskoj putanji. Polozaj tacke M u
LU SR Y svakom vremenskom trenutku bi¢e poznat ako se zna jednacina
=0 Mi M. Ms . pravolinijskog kretania ili zakon kretanja: .
o X Ax, ¥ Ako koordinata x raste sa porastom vremena ¢, kretanje je pravo, u
Xa R protivnom ono je povratno. Veli¢ina x u jednacini x=x(z) odreduje
te > polozaj tacke, a ne predeni put. Ako u intervalu Ar=t, -¢; tacka prede put
Ax=x,-x; srednja brzina tacke se definiSev,, = % ,odnosno |vg, = %
27h
Trenutna brzina, tj. brzina tacke u datom vremenskom trenutku, )
bice jednaka v= lim g=ﬂ:)'c, odnosno Tac¢ka iznad 1 M, X,
At—0 At dt 0 v V=V |
x oznadava izvod promenljive x po vremenu. Ovu notaciju je u 6) VA —»
nauénu literaturu uveo Njutn. P M X,
Ako koordinata x tokom vremena raste vektor brzine ima smer o v V=i

Ox ose, v =v-i , a ako se smanjuje bie v =—v-i . Dakle vektor brzine ima pravac i smer kretanja.
Dimenzija brzine je koli¢nik duzine i vremena, pa je jedinica za brzinu m/s (cm/s, km/h).

A
14 t,

t;

(o] X

L

My x

Ako se brzina tacke menja se brzina tacke menja, pa je u intervalu At

. . . Vv _ A Av
promena brzineAv, srednje ubrzanje je Qg = =—tj.|ag =—.
tz _tl At At
. oA dx L[, %
Trenutno ubrzanje rauna se a = lim —=——> =%, a=x,
A—0 At df

tj. jednako je drugom izvodu pomeranja po vremenu. Jedinica za ubrzanje je m/s’.

-

a) ¥

a,

Brzina i ubrzanje su vektori koji imaju pravac putanje. Vektor
ubrzanja tacke moze imati isti smer sa vektorom brzine, u smeru
kretanja, kada je kretanje ubrzano (na slici slucaj a) ili su
smerovi suprotni kada je kretanje usporeno (sluc¢aj b). Primer
ubrzanog kretanja je slobodni pad a usporenog vertikalni hitac.
Prema karakteru brzine, kretanja tacke mogu biti:

1) ravnomerna (jednolika) ako je v=const.

polozaj tacke: X =X, + Vi,

predeni put:

brzina:

v

t.

2) promenljiva - ubrzana ili usporena ako je a=const.

o 1 .
polozaj tacke: x = xy + vyt i;atz ;  predeni put:

v - = —_—
— i, T
TPy P,
A — —_— —_—

1 .
s=vot+—at*|; brzina:|v=vy tat
2
—_— —_— = - — — - -
— — — — — . T -~ —
T, Ty, | T—— Ty, ; i p—— ]
— . A p— ->— p— ->— ——



Pravolinijsko kretanje tacke pri kome se rastojanje x od koordinatnog M, 0 M,
pocetka O menja po zakonu’ gde su R i w konstantne .._R > ‘ R J *
veliCine, naziva se prosto harmonijsko oscilovanje.TaCka M vrsi

oscilatorno kretanje izmedu polozaja My i M, pocinjuci kretanje iz polozaja My da bi ponovo dosla u
isti polozaj u trenutku t,=27/w (kada je coswt;=1).

Velicina R predstavlja najvece udaljenje od centra oscilovanja O i naziva se amplituda oscilovanja.
Period oscilovanja je vremenski interval 7= t;=27/®u kome tacka izvrsi jednu punu oscilaciju.
Izrazi za brzinu v= - R sinat 1 ubrzanje a = - R&’ cosat pokazuju promenu ovih veli¢ina, tokom
vremena, po harmonijskom zakonu. U trenutku kada se tacka nade u centru oscilovanja O intenzitet
brzine ima maksimalnu vrednost dok je ubrzanje jednako nuli. U krajnjim polozajima My i M,
brzina tacke je jednaka nuli a intenzitet ubrzanja ima maksimalnu vrednost.

Ako je zakon oscilovanja x=Rsin ot kretanje tacke poc€inje iz centra O.

1.2.KRIVOLINIJSKO KRETANJE TACKE

1.2.1. Vektorski nadin definisanja

Putanja tacke je kriva linija. Polozaj pokretne tacke u prostoru se
odreduje vektorom polozaja 7 pa je jednacina kretanja.
Promenom polozaja tacke dobijamo novi vektor polozaja
n(tHA)=F ()+AF.

Promena vektora polozaja A7 (duz tetive MM;), u intervalu At
AF
~

<l

definiSe vektor srednje brzine |V, =

Vektor trenutne brzine jednak je

v = lim gzﬁz?tj. V =7 Vektor brzine ima
At—0 At dt
pravac tangente na putanju a smer kretanja. Pri
kretanju po krivolinijskoj putanji pravac brzine se
neprekidno menja. Ako vektore Vi,...... Va4
translatorno dovedemo na zajednicki pocetak Oy,

njihovi vrhovi ¢ine liniju -hodograf brzina.
Pri krivolinijskom kretanju vektor brzine tacke moze da se menja po pravcu, smeru i intenzitetu.

hodograf brzina

Promena vektora brzine u vremenskom intervalu je Av=v —V, pa je vektor srednjeg ubrzanja

. N . Lo . - .
asr:E. Vektor srednjeg ubrzanja a, ima pravac i smer vektora AV, odnosno usmeren je u
L . A N | VTS P
konkavnu stranu putanje tacke. Vektor trenutnog ubrzanja jednak je @ = lim A—: :j; =7 g.|la=r.
At—0
a) b) Vektor trenutnog ubrzanja & je usmeren u konkavnu (izdubljenu)
stranu putanje, to je vektor vezan za taCku, i sa vektorom brzine
> 7 ' zaklapa ugao «, koji se moze menjati od 0 do 180°. Ako intenzitet

brzine sa vremenom raste, tj. kod ubrzanog kretanja taj ugao je ostar
(na slici pod a); kod usporenog kretanja ugao je tup (na slici pod b).

Za vektorsko opisivanje krivolinijskog kretanja potrebno je imati tri
kinematicke karakteristike: vektor polozaja ¥ =7 (f), vektor brzine tacke v =7 (¢) i vektor ubrzanja

tacke a@ = a(r)=r(r).



1.2.2.  Analiti¢ki nacin opisivanja u Dekartovom koordinatnom sistemu

Projekcije vektora polozaja 7(t)=x(¢)-i +y(t)- j +z(t)-k u Dekartovom pravouglom sistemu su
X(t), y(t) 1z(t). Skalarne jednaCine x=x(z), y=y(t), z=z(t) se zovu parametarske jednacine kretanja.

Eliminacijom parametra ¢ iz jednacina kretanja dobija se linija putanje.
Vektor polozaja tacke u ravni glasi ‘?(t) = x(t)- i+ y(t)- J | pa su jednagine kretanja =x(?), y=y(1)|

Vektor brzine tacke odreduje se izracunavanjem izvoda vektora

‘15‘ v . - df v - = 7 . .
. polozaja po vremenu v =7 Posto su i,;,k konstantni vektori
e e t
W N Be— sledi izraz za vektor brzine u ravni
................. Faae= i .Y - _ E— o
y| /| V.1 putanja V=Vl +v, - j=Xx-1 +y- j| Karakteristike tog vektora su:
A jekcije: v, =X, v, =; intenzitet: |v =/x” +
= : ¢ Dbrojekeije: v =X, v, =y, intenzitet: v =yi" +7
(§] _I.: V=X . . . X v
* a pravac i smer odreduju uglovi: cosa, ==, cos f, == .
v v

Za prostor vazi: v=ut) =i+ 37+ 27,

X z
cosa, =—, cos f3, =X, cosy, =— .
A% v v
Odredivanje vektora ubrzanja @=a, i +a,-j+a, -k, Vrsi se

preko izvoda brzine a :%. Vektor ubrzanja u ravni
t

odreden je izrazom |d=—=X-i+j-j=a,-i+a, | ima

projekcije a, =X, a, =), intenzitet |a=+3’+7| a

pravac i smer odreden uglovima cosa, = P cos B, = PR

Za prostor (slika pod a) vazi: a= a(t) = \/562 + j)z +52

X z
cosa, =—, cos B, =2 cosy, =—.
a a a

Ukoliko su poznati zakoni kretanja: x=x(?), y=y(t), z=z(t), treba primeniti postupak diferenciranja da
bi se odredili brzina i ubrzanje tacke. Ako je potrebno iz poznatih projekcija brzine ili ubrzanja
odrediti jednacine kretanja, tada se diferencijalne jednacine integrale.

1.2.3. Prirodni nacin definisanja

N, N N . . : o
N Kada je linija putanje poznata ona se moze uzeti kao krivolinijska
—» koordinatna osa. Koordinatni pocetak M prirodnog koordinatnog sistema
M; M T vezan je za pokretnu tacku, pri ¢emu ose ty
> 2 . . .. . . My +
T ostaju medusobno upravne ali menjaju svoj

pravac u prostoru. Ortovi su jedini¢ni vektori tangente i normale, u toku
kretanja ostaju konstantnog jedini¢nog intenziteta ali se menjaju po
pravcu i smeru. Krivolinijska koordinata s menja se tokom kretanja pa je
jednacina kretanja Kretanje tacke iz polozaja M; u polozaj M,




. . . . As
putem As odvija u vremenu At=t,-t;, pa je srednja brzina | v, = v

. L . . As ds .. : L
Intenzitet trenutne brzine jednak je: v = llrr}) A :j:S' tj. . Vektor trenutne brzine je
f—> A t

pravca tangente, u smeru kretanja.

1z izraza za brzinu ds=vdt dobija se obrazac po kome se odreduje predeni put: |s = Ivdt .

Vektor ubrzanja tacke jednak je G = lim av_ fim 21—
A—0 At A—0 At

Projektovanjem vektora g na pravac tangente dobija se:

. - . Ap— . A B
ap = lim AT VT jjy V1COSARTV AV dv
At—0 At A0 At At—0 At dt
(P>
- .. L dv
Veli¢ina tangencijalnog ubrzanja racuna se po obrascu: | a, = 7
t
Projekcija vektora ubrzanja na pravac normale daje normalno ubrzanje:
. Vi~V . sinA . sinA@ As A
a, =lim —*—2 =y lim P —ylim SE2P2 25 0P,
A0 At A0 At a0 Ap At As
. As . Ap 1 1
lim —=v lim —=—:; a,=v-v-—=—u.
A0 At Ap—0 Ag RK RK RK
( CM=Rk poluprecénik krivine a K=1/ R je krivina krive).
v2
Veli¢ina normalnog ubrzanja je: | a, = o a
K

veli¢ina ukupnog ubrzanja biée: |a =4/ ar + a;zv .

. . . . a
Pravac i smer vektora ubrzanja definisan je uglom |sgor = M
a

N
Komponenta @, moze biti orijentisana u smeru orta tangente ili suprotno; kao
izvod brzine po vremenu, karakteriSe promenu brzine. Kretanje tacke M je
ubrzano u slu¢ajevima kada je ugao izmedu vektora brzine i vektora ubrzanja
oStar (na slici pod a); ako je taj ugao tup kretanje tacke je usporeno (na sl. b).

Ravnomerno kretanje tacke se karakteriSe sa ar=0 kada je intenzitet brzine
. v=const.; a ubrzanje tacke se svodi na normalno ubrzanje (na slici pod v).

1.2.4 Veza izmedu projekcija ubrzanja na prirodne i Dekartove ose u ravni

U toku vremena se menjaju komponente brzine Xx=Xx(¢), y=y(¢f)) 1 koordinate tacke
x =x(t), y = y(¢). Diferenciranjem kvadrata brzine po vremenu:

Yy

v .. .. dv XX+ .. . A
v—=2X%X+2)Y/:2 =>—=ar = =Y , dobija se izraz za AN

dt dt v . g N
tangencijalno ubrzanje |ar = W Koristedi izraz za velicinu ukupnog 54 o

7 e A A g
o (55— 35 N > .
ubrzanja tacke: 4% =32 +3%; 4’ =a¥ +af = a¥ :% , dobija se izraz My~ putanja
% o
LX 23

za normalno ubrzanje Znak apsolutne vrednosti stoji u

-
ay = N .




ovom izrazu zato $to je normalno ubrzanje uvek usmereno ka centru krivine krivolinijske putanje.
2 3 %
Poluprecnik krivine R moze se odrediti: |Ry = A — T = 1 M
ay y-yi K y"

1.2.5. KruZno kretanje

To je krivolinijsko kretanje pri kome se tacka krece po kruznoj putanje. Takva vrsta kretanja je jako
Cesta u prirodi 1 u tehnici. Polozaj tacke na kruznoj putanji odreden je prirodnom krivolinijskom
koordinatom s koja se moze izraziti preko ugla @i poluprecnika kruzne
putanje R:

Kada je poznat zakon promene ugla p=@(t) onda se mogu odrediti:

.. . . .. .. . 2
tangencijalno i normalno ubrzanje | 4r =3 = R¢ ay =—= =Rg

i ukupno ubrzanje |a = \/a% tay = R\/¢2 +¢*.

Za ravnomerno (jednoliko) kruzno kretanje brzina ima konstantnu veli¢inu
v =R@=const. §to znaci da je @ =w =const. Veli¢ina o je kruzna frekvencija ili ugaona brzina a
njena jedinica je rad/s.U slu¢aju ravnomernog kretanja tangencijalno ubrzanje je jednako nuli pa je

ukupno ubrzanje a =ay = Rw* = const. a vektor ubrzanja ima pravac poluprecnika i usmeren je ka
centru putanje O.

PRIMERI KRETANJA TACKE:
Na lenjiru elipsografa (na slici desno prikazan u Y
7 polozaja), krajnje tacke A i B krecu se po Bi

pravolinijskim putanjama (horizontalnoj 1 4 "

vertikalnoj) dok se tatka M kreCe po 2

krivolinijskoj - elipticnoj putanji. @
[ ﬂi),

1.3. ZADACI IZ KINEMATIKE TACKE

ZADATAK 1.1. (usporeno Kkretanje): Voz koji se kretao brzinom vy=54km/h, zaustavio se u toku
vremena ¢;=2min posle pocetka koCenja. Smatrajué¢i da se voz za vreme kocenja kretao sa
konstantnim usporenjem, odrediti predeni put za vreme kocenja.

. . v . . . . . . . 1
Resenje: Posto je kretanje usporeno slede izrazi za predeni put i brzinu tacke u obliku: s =v,t - Eat2 ,

v=vy—at. Brzinu vy=54km/h treba pretvoriti u m/s a vreme ¢;=2min u sekunde, pa je

Vo :54k—m:541000m _4 :15ﬂ, t,=120s. U trenutku kocenja ¢=¢; je brzina v=0 pa iz druge
h 3600s 3,6 s

jednaCine sledi: v=vy—at > 0=vy—at; >at;=vy —>a= v—oz% = O,IZSE2 :
tl N

Predeni put je jednak: s =v,t, —%atf =15-120-0,5-0,125-120> =900m .

ZADATAK 1.2. (usporeno kretanje): Na suvom asfaltu automobil prilikom kocenja usporava sa
a;=7m/s’, dok se pri mokrom asfaltu usporenje smanjuje na a,=5m/s’. Odrediti nakon koliko
predenih metara se, prilikom kocenja, automobil koji se kretao brzinom /08km/h zaustavlja (a) ako
se krece po suvom, (b) ako se krece po vlaznom kolovozu.

6



L . .. " 1
Resenje: Za usporeno kretanje vaze jednacine: s = v ¢ — Eatz , v=Vvy—at.

Dalje je v, = 108%’1 _108_ 30ﬂ, v, =0 pavazi jednadina 0=v, —ar.
, s
a) suvi asfalt: af =v, >, == ? =4285 > 5, = vt — %altf =30-4,28-0,5-7-4,28" = 64,29m
a]
b . . v, 30 | 2
) mokri asfalt: a,t, =v, >1,=-"= 5 65 — 5, =V, —Eazt2 =30-6-0,5-5-6"=90m
a2

ZADATAK 1.3. (slobodni pad): Tacka slobodno pada (vy=0) sa visine H=4m na povrsinu Zemlje.
Zanemarujuéi otpor vazduha, naéi zakon kretanja i brzinu tacke, potom brzinu koju ¢e tacka imati u
trenutku pada kao i vreme padanja.

Mo; t=0 . y . . . .
5 . Resenje: Tacka pada (bez pocetne brzine) jednako ubrzano sa konstantnim
2=h ubrzanjem Zemljine teZe g pa se mogu primeniti obrasci:
H Mg o s:vot+lat2—)h=%gt2 , v=y,+at —>v=gt; odakle sledi:
yv
19 H:h:lgﬁ—>4:0,5~9,81-t2—>t2: 4 - |2 _0903s
v K 2 4,905 4,905
m
z v=gt=9.81-0,903=8,86—
s

ZADATAK 1.4. (vertikalni hitac): Tacka se krece vertikalno uvis sa pocetnom brzinom vy=20m/s.
Zanemarujuéi otpor vazduha odrediti visinu penjanja i vreme penjanja.

Resenje: Tacka se kreée jednako usporeno sa konstantnim usporenjem Zemljine teze g pa se mogu

. o . 1
z primeniti obrasci:v=v, —gt, h=vt——gt’.
; %=0 2
Av Na kraju kretanja (penjanja) tacka se zaustavi, tj. vg=0 za h=H,
- 2
H M - vreme penjanja: 0=v,—gt > 1= Yo _ 20 =2,039s
Ve g 981
Vo, z=h visina penjanja:
v O: =0 2 2 2 2 2
H:vot—lgt2 :vov"—lg(vOJ v % 20 =20,39m
2 g 2 \g g 2g 2g 2-981

ZADATAK 1.5. (srednja i trenutna brzina):Tacka se krece pravolinijski po zakonu x=2,5t+3¢

(x - cm, t-s).Nadi srednju brzinu u intervalu izmedu ¢; =10s i t, =12s, i brzine nakon 9s 1 /2s.
y

Resenje:
t=10s  t=128 5 )
o M, M, x(10)=2,5-10+3-10% =325cm;  x(12) =2,5-12+3-12% = 462cm;
Xyp=326cm |  AX =187
T e Y Ax = x(12) = x(10) = 137cm; At =12 10 = 2s; vs,:%:l%z ,5%.

Trenutne brzine su jednake: v=x=2,5+6¢, i to: v(9)=2,5+6:9=56,5cm/s; v(12)=2,5+6-12=74,5cm/s.

ZADATAK 1.6. (ubrzano, ravnomerno i usporeno Kkretanje):Tramvaj se krece iz mirovanja
jednako ubrzano, ubrzanjem od 0,5 m/s’, za vreme od 20s. Zatim se krece jednoliko i pre semafora
pocinje usporavati usporenjem od / m/s’ tako da bi se pred semaforom zaustavio. Ukupna voznja
trajala je 80s. Odrediti predene puteve po deonicama.




Resenje: Za jednako ubrzano kretanje vaze jednacine: 5=y + latz , v=y,+at.
2

Za prvu deonicu, bez pocetne brzine, bice: s, = %aﬁ -1 0,5-20> =100m, v, =at, =0,5-20=10m/s.

. . . . . .. 1 . .
Za tre¢u deonicu sa jednako usporenim kretanjem vazi: s =vt——at’>, v=v,—at. Na kraju trece

deonice je:v=0—> 0=10-1-¢4, — t,=10s,paje s, =1, —%atf :10~10—%-1-102 =50m .
Vreme ravnomernog kretanja (druga deonica), je ¢, =80—-20-10=50s, pa je predeni put u drugoj

deonici jednak $, =V, -#, =10-50 =500m

y ZADATAK 1.7. (harmonijsko oscilovanje):Kliza¢i A i B koji su
spojeni polugom duzine L=0,5m kreéu se po medusobno upravnim
pravama. Odrediti zakone kretanja klizac¢a ako se ugao ¢ izmedu

poluge AB i Ox ose menja po zakonu ¢ =t = %t . Odrediti brzine i

ubrzanja kliza¢a u trenutku #=2s.

Resenje: Sa slike se vidi da koordinate, odnosno jednacine kretanja
x4 (t)=Lcosp= Lcos o’ yp(t)=Lsingp= Lsma, opisuju harmonijsko oscilovanje.

Diferenciranjem ovih izraza dobijamo brzine i ubrzanja klizaca:

V=X ——OSlsinE——isinE Vp =) 05—cos£ 1 m
AT A T Ty Sy T T S VB T VB T O T %y
a,=k=——2 os———”—zcos— ag =y ——iﬁsinz——”—zsin—
A 2 T s 1 BT B T T o M T 2ss 12
U trenutku =25 imaéemo

vA:—lsinﬁ—'z:—lsinz:—l-l:—£:—0,0654ﬂ,

2477 12 24776 24 2 48 s
vgzicos”—.z:”cosE ”I 0113—

24 12 24 6 48

2 2 2 2
aA:—Lcos”—z=—”‘E=—o,0296ﬁ2,al,:—”—sm”—2 z 0017

288 12 576 s 288" 12 576

Znaci ovih veli¢ina pokazuju smerove vektora brzina i ubrzanja. U datom trenutku kliza¢ A se krece
u smeru ka tacki O ubrzano (vektori v, i a, su istog znaka, dakle istog smera), kliza¢ B krece se u

smeru Oy ose usporeno (vektori v, i dp su suprotnog smera).

ZADATAK 1.8. (kruzno kretanje): Automobil se kreée putem poluprecnika krivine 500m, sa
tangencijalnim ubrzanjem 0,5m/s’. Izra¢unati normalno i ukupno ubrzanje automobila u trenutku
kada mu je brzina 72km/h.

Resenje: Brzini od 72km/h odgovara brzina od 20m/s. Normalno ubrzanje je jednako:
a, =v’/R=20"/500=0,8m/s> a ukupno ubrzanje a = \/(aT)2 +(ay)’ = \/0,52 +0,8° =0,94m/s>.

ZADATAK 1.9. (kruzno kretanje): Po krugu polupreénika 2m, krece se tacka po zakonu s=2sin st
(predeni put s je datum a vreme ¢ u s). Odrediti brzinu, tangencijalno, normalno i ukupno ubrzanje
tacke u trenutkur=3s. Konstruisati dijagrame brzina - vreme, tangencijalno i normalno ubrzanje —
vreme.




Resenje: Primenom obrazaca za kinematske veli¢ine pri kruznom kretanju dobija se:

brzinav = § =27 cos 7t ,tangencijalno a, = § = —27° sin 2t i normalno ubrzanje

2

v 27 cos mt
ay=—= ( ) =277 cos 7zt1ukupn0ubrzan_]ea—1/ar+aN =272 \sin’ 7t +cos* 1.

U trenutku =15 ove veli¢ine imaju vrednosti:

v=2rcosm=2x-(-1)= —628% ,
s

ar :—27z2sin7r=—2722~020,

m
—27r cos’r =21 =

2’

s
[,2 —op2
a=+la; +ay =ay =2rx =X

Na dijagramima su prikazane zavisno od vremena:
promena brzine (kosinusna funkcija),
promena tangencijalnog ubrzanja (negativna sinusna funkcija) i

h_A\ /\ I promena normalnog ubrzanja (kvadrat kosinusne funkcije).
0 ) 2 'I

ZADATAK 1.10. (putanja je elipsa): Krajevi A i B lenjira elipsografa klize po uzajamno
ortogonalnim pravcima Ox i1 Oy. Jednacine kretanja tacke M na lenjiru glase: x=2sin4t, y=3cos4t

y (koordinate x 1 y su date u cm a vreme ¢ u sekundama).
B a) Nadi putanju tacke i nacrtati je. Zatim odrediti pocetni polozaj
i M tacke na putanji i smer njenog kretanja.
7 b) Naci brzinu i ubrzanje tacke u funkciji vremena.
s A_ x  ¢) Odrediti polozaj tatke, brzinu i ubrzanje u trenutku t1=2s.
O x(t),

Resenje: a) Da bi odredili jednacinu putanje iz jednacina kretanja treba eliminisati vreme.

2
X X .2
Z =i — | =sin” 4t
x =2 sin 4t o x=2sindt/:2 2 sin 4t o (2]
— deljenje jedn. - — kvadrirange jedn.
v =3cos4t y=3cos4t/:3 Y vosd y 2 5
ER ! = | =cos” 4t
3
x 2 2
— sabiranje jedn. [Ej + [%J = sin’ 4t + cos” 4t.
Y 2 2
M, Posto jesin“4t+cos“4t=1 konacno se dobija jednadina putanje tj.
7y 5 \ 3 3
g 2T jednacina elipse: (;] +(§j =1.| Poluose elipse iznose a=2cm i b=3cm a
o
I |
- ! x centar elipse je u koordinatnom pocetku.
1|2
T" Pocetni polozaj tacke na putanji:
1 a

1 za t=0 —xp=2sin0=2-0=0; yy=3cos0=3-1=3; —My(0;3).
Smer kretanja tacke: sa porastom vremena (sin4t) tj. x=2sindt raste —
tacka se krece od polozaja My udesno.
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b) Da bi odredili izraze za brzinu i ubrzanje tacke potrebno je naci izvode jednacina kretanja po
vremenu:

x=2sindt— x =2(sin 41)’ . (4t), =2(cos4t)-4=8cos4t;
i =8(cosdt) -(41) =8(-sin4t)-4=—32sin4t;
y=3cosdt— y =3(cos4t) -(4r) =3(—sindt)-4=—12sin4z;

§=—12(sin4t) (4¢) =—12(cos4t)- 4=—48cos4t;
Brzina tacke u funkciji vremena:

v:\/)'cz +j/2 :\/(80054t)2 +(—12sin 4t)2 = \/64cos2 4t +144sin” 4 .

Ubrzanje tacke u funk. vrem.: a =32+ 52 = (= 32sindt)? + (- 48cosar P =322 sin® 41+ 482 cos 41 |

¢) Polozaj tacke u trenutku tl=%si x;=2sin 4% =2- sing=2-0=0; y;=3cosn=3-(-1)= -3; —M;(0;-3).

L s T L . .
Brzina i ubrzanje tacke u trenutku tfz s: (brzina ima pravac tangente na putanju, u smeru kretanja)

" :\/64cos2 4§+144sm2 4% —V64cos® n+144sin® 1 = 64(-1P +144.0 = J64-1 =64 =8 ™.
S

a :\/322 sin24§+482 cos24§ 322 sin® n+ 48 cos® 1 =322 .0+ 482 (-1 =482 =487,
S

Projekcije ubrzanja: a, =%=-32sint=-32-0=0; a, =j=—48cosn= 48-(—1):48%.
N

Dakle ubrzanje u trenutku ¢; ima samo komponentu u smeru Oy ose, pa ga tako ucrtavamo na slici.

y
A ZADATAK 1.11. (putanja je kruznica): Kraj A, poluge O4A=2m u

prikazanom mehanizmu, kreée se po zakonima kretanja koji glase: x=2cos nt,
/ X y=2sinm (vreme ¢ u sekundama). a) Naci putanju tacke i nacrtati je. Zatim

¥ odrediti pocetni poloZaj tacke na putanji i smer njenog kretanja.
B

y(®)

b) Nadi brzinu, tangencijalno i normalno ubrzanje tacke u funkciji vremena.
"2, ¢) Odrediti polozaj tacke, brzinu i ubrzanje u trenutku #,=0, 5s.

. A ResSenje: a) Jednainu putanje odredujemo tako §to iz jednalina kretanja
l

\ eliminiSemo vreme.
N x=2cosmt (x = 2cosnt)2 x> =22 cos* mt
S y:2sinnt}_)(y:25inm)2 _>y2:225in2nt ”
=2 Ay
/ sabiranje X2+ y2 = 22<0052 Tt + sin’ Tct)
Posto je sin® mt + cos® mt =1 dobija se jednacina putanje (kruznice):

. Poluprecnik kruznice iznosi »=2m a centar je u koordinatnom pocetku.

Pocetni polozaj tacke: za t=0—xp=2cos0=2-1=2; yy=2sin0=2-0=0;,—A(2;0).

Smer kretanja tacke: sa porastom vremena (sinzt) tj. y=2sinm raste — tacka se krece od polozaja Ay
nagore.

(]

b) Potrebno je naéi izvode jednacina kretanja po vremenu:

x=2cosmt — x= 2(c0s7ct), . (nt)’ = 2(— sin Trt)- T=-2nSinmt, X = —27t(sin ﬂt), . (m)’ = —2n? cosmt;

y=2sinmt — y= 2(sin m)’ ~(7tt)' = 2(cos Trl)- T =2ncosTt;y :2Tr(cosrct), . (m)' = 27[(— sin nt)~ n=—2n sinnt;

. v . . . . m
Brzina tacke: v = \/x2 + y2 = \/4n2 sin’ nt +4n° cos® mt = \/471:2 (sm2 nt +cos” m) =v4n? =21 = const.
s
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Ubrzanje: a = \/)'62 + j)z = \/41‘54 cos® mt +4n” sin® nt = \/47:4 (cos2 it + sin’ Ttt) =v4an* =272 ﬁz =const.
S
y : dv_d(2 : 2 > 4’
Tangencijalno ubrzanje: ay = Ll ( ) =0; normalno ubrzanje: ay = X = (2n) _an” 2
dt  dt Ry 2 2 52

¢) Poloaj tacke u trenutku ¢,= %s=0, Ss: x1=200sg =2-0=0; y1=2sing =2-1=2; —A,(0;2).

. . 1 m . .
Brzina tacke u trenutku ¢,= ESZO, 5s: vy =2n— (u pravcu tangente na putanju, u smeru kretanja).
S

. . 1 . .
Ubrzanje tacke u trenutku tl=55=0,5s: a1:2n2ﬁ:aN; posto je tangencijalna komponenta

S2

ubrzanja jednaka nuli, ucrtavamo samo normalnu komponentu ubrzanja, usmerenu ka centru putanje.

ZADATAK 1.12. (putanja je kruZnica): Date su jednacine kretanja tacke x = 3sint + 4,
v =3cost — 1, gde se x, y u cm; t je us. Naci: a) putanju tacke; b) vrednosti brzine i komponenti
ubrzanja u funkciji vremena v(t) =7,ar(t) =7,a,(t) =?; c) polozaj tacke, brzinu i ubrzanje u
odredenom trenutku.

Resenje:
a)Odredivanje putanje tacke
Da bi odredili jednacinu putanje tacke iz jednacine kretanja treba eliminisati vreme ¢:

x = 3sint + 4 x —4 = 3sint Z(x_4)2=951ﬂ2;

}-‘:3503:'_1 }.'+']_:3I£GS: (}:4—1}2:960523

Sabiranjem ovih dveju jednacina dobija se:

(x—4)2+ (y + D2 =9(sin’t + cos?t) odn. |(x —4)2 + (¥ + 1) = 9| Putanja je kruzna

x—p=x—4%

= |p=4 C(4; —1) centar kruZnice
y—g=y+1

—g=1=g=-1 = /9 = 3 poluprecnik kruznice

Pocetni poloZaj tacke na putanji:
zat=0—x;,=3sin0+4=3-0+4=4
Vg=3cos0—-1=3-1-1=2

My (4:2)

Smer kretanja tacke: t /= sint /= x 7 taCka se krece od
polozaja My u desno.

b) Odredivanje brzine i ubrzanja u funkciji vremena
Da bi odredili izraze za brzinu i ubrzanje tacke potrebno je naci
izvode jednacina kretanja po vremenu:

Izvodi: x = 3sint + 4 — x = 3cost + 0 = 3cost - X = 3(—sint) = —3sint
v =3cost — 1= y =3(—sint) — 0 = —3sint - ¥ = —3caost

Brzina ta¢ke u funkciji vremena:

v? =2+ 3% =3%cos?t + (—3)%sin’t = 9cos?t + 9sin’t = 9(cos’t + sin’t)

. — cm
v°=9= v =v9 = 3— = const.
5
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Tangencijalno ubrzanje:

dv  d (3) =0
Ay =— = — = 0 = const.
’ dt dt = B | —_— =3 —_—
Normalno ubrzanje: d=ar+ay —d=ay
v v? 9 cm
ay =—=—=—=3— = const.
R, r 3 5°

Posto je tangencijalna komponenta ubrzanja jednaka nuli, postoji samo normalna komponenta
ubrzanja, koja je usmerena ka centru putanje.

¢) Polozaj tacke, brzina i ubrzanje u odredenom trenutku

zat, = 0 = poloiaj |M,(4;2)

T T
zat, =—-5=157s =x, =3sin-+4=35in90°+4=3-1+4=7
et M, (7;-1)
yy =3c0s90°—-1=3-0—-1=-1

zat, =ms = 3,145 = x, = 3sint +4 = 35in180° +4=3-0+4=4
v, = 3c05180°—1=3:(-1)—1=-3—1=—4 M (4;—4)
Vektori v, ¥7, ¥, imaju pravac tangente na putanju a smer kretanja; vektori @y, @,. @, su usmereni ka
centru.

ZADATAK 1.13 (putanja je prava linija): Polozaj tacke u ravni definisan je vektorom polozaja
7 =(2sint)i +(5—4sint)j (koordinate su u m, vreme u s). a) Napisati jednacine kretanja tacke, naéi
putanju tacke i nacrtati je, odrediti pocetni polozaj tacke i smer njenog kretanja. b) Naci brzinu,

ubrzanje tacke i predeni put u funkciji vremena.

. Y L . T
¢) Odrediti poloZzaj tacke, brzinu i ubrzanje u trenutku ;= 5 s.

Resenje: a) Po definiciji vektor poloZzaja je 7=xi+yj, pa jedna¢ine

kretanja glase: =2sint, y=5-4sini. Kada iz prve jednaine izrazimo

x Sint= g , pa zamenimo u drugu jednacinu dobijamo: y=5- 4% =5-2x.

Konacno je jednacina putanje: , tj. putanja tacke je prava linija.

JednaCinu  prave crtamo odredujuéi dve tacke na pravo;j:
x=0-3(0)=5-2-0=5-0=5— 4(05)

{x—Z,S%y(Z,S)—S—Z-Z,S—5—5—0%3(2,5;0)

Pocetni polozaj: za t=0 —x9=2sin0=2-0=0; yy=5-4sin0=5-4-0=5-0=5; —My(0,5).

Smer kretanja tacke: sa porastom vremena (sinf) tj. x=2sint raste — tacka se krece od polozaja My

udesno. Posto je funkcija (sinf) ograniCena, koordinata x ima grani¢ne vrednosti:
Xmax=2(Sin) max=2"1=2, Xpuin=2/(Sit) min=2(-1)= -2.

b) Nalazimo izvode jednacina kretanja po vremenu:

x=2sint — x="2(sin t), =2cost; X= 2(cost)' =2(-sin t) =-2sint;

y=5-4sint —» y= (5)’ —&(sin t)’ =0 —4(cost)= —4cost; y= —4(cost)' = —4(—sint)=4sint.

Brzina: v= \/)'cz + )'/2 = \/22 cos*> t+4% cos®t = \/4c0s2 t+16cos* t = \/20c0s2 t =~20 cost = 4,47 cost.

Ubrzanje: a =32+ 52 =22 sin® 1 +4% sin t =Jdsin® 1 +165in 1 =\20sin> ¢ = 447 sint.

t t t
Predeni put: s = j vt = j4,47costdt — 447 j costdt =447 sint .
0 0 0
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¢) Polozaj tacke u trenutku ;= g s: X :2sing =2-1=2; y1:5—4sin§ =5-4-1=5-4=1; —M;(2;1).

Brzina i ubrzanie u trenutku £,= g 51 v =447 cos% =447.0=0"; ¢, = 4,47sin% =4471=447%
S S

Predeni put do trenutka ¢,= g s: s, =447 sin% =447-1=447m.

ZADATAK 1.14 (putanja je prava linija):Dat je zakon kretanja tacke odreden vektorom polozaja
7= (2t* + 4)1+ (2t* + 5)j. Odrediti putanju tacke a zatim polozaj tacke, brzinu i ubrzanje u
funkciji vremena i u trenutku #,=1 s.

Resenje:a) Odredivanje putanje tacke

1z datog vektora polozaja jednacine kretanja glase:

x=2t"4+4..(1), y=2t*4+5..(2)

Jednacinu putanjetacke dobijamo kada iz prve jednacine izrazimo vreme ¢ i uvrstimo u drugu

jednacinu:

x=2t2+4 2t =x—4 Pocetni polozaj tacke: za t =0

y=2t*4+5=x—4+45 xg=2-0°+4=4

— Putanja je prava linija v, =2-0°+5=5=

b) Odredivanje brzine i ubrzanja u funkciji vremena 1A

Nalazimo izvode jednacina kretanja po vremenu: “

Izvodi: 6
x=2t"+4 |y=2t+5 :
X =4t v =4t +
=4 y=4

Brzina u funkciji vremena: ;

v = k2 + 2 =16t2 + 16t2 =32t == 5,67t )

Ubrzanje u funkciji vremena:
a=¥+7=V4+42 =432 :‘: 567m/st = Can_'st.|

Polozaj tacke, brzina i ubrzanje u trenutku ¢,=1 s:
=2-1*t+4=68 =567t=567-1=|567
X1 + = [M,(6:7) L1 A
i, = 567 m/s° = Const.

vy, =2-1*+5=7
ZADATAK 1.15 (putanja je prava linija): PoloZaj tacke definisan je jednac¢inama
x = Zcost; y= 3 — Zcost. a) Nadi putanju tacke i nacrtati je, odrediti pocCetni polozaj i smer
njenog kretanja; b) Naéi brzinu, ubrzanje i predeni put tacke u funkciji vremena i u trenutku t = =s.

&

ReSenje: o . VA
a) Odredivanje putanje tacke =N
Kada iz prve jednacine izrazimo vreme i zamenimo u drugu jednaginu, TNM,
dobijamo jednacinu putanje tacke:
x x
x=2cost=vcost =-..(1) |y=3—2cost=3-2--...(2) 2
2 2 M,
— Jednacina putanje !
Jednacinu prave crtamo odredujuéi najmanje dve tacke na pravoj: ;}
x o |3 O L2 \

y |3 10

Pocetni polozaj taéke: x, = 2cos0 = 2; y, = 3 — 2cos0 = 1 = |My(2; 1)

Smer kretanja tacke: sa porastom vremena (cost), tj. * = 2cost opada, tacka se krece od polozaja My
ulevo.
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Funkcija ima grani¢ne vrednosti: x = 2(cost) g = 2-1=12;

ma.
= 2(cost) m = 2+ (—1) = —2.
b) Odredivanje brzine i ubrzanja u funkciji vremena
Nalazimo izvode jednacine kretanja po vremenu:
x = 2cost v =3 — 2cost
Brzina: & = —2sint | y = 2sint v? = 4sin’t + 4sin’t = 8sin®t
Ubrzanje: ¥ = —2cost | ¥ = 2cost a® = 4cos*t + 4cos’t = Scos’t
. L t = . = rt . =
Predeni put: 5 = fﬁ vdt = fﬁ \/Bsintdt =+/8 _I"ﬁ sintdt = —/Beost
Polozaj tacke, brzina i ubrzanje u trenutku t, = 'r(s:
T T
x1=2-':o.5'£=2-0=0 |85m —=+8m/s

|8c.‘os 3 =0m/s"

2
= |M,(0;3) ,7”

T
Vi =3 —2cos—-=3—-2-0=3
2

ZADATAK 1.16 (putanja je parabola):Kuglica izbacena iz koordinatnog pocetka, krece se u ravni
shodno jednaCinama: x=2¢, y=4t—4t2 (koordinate su u m, vreme u s). a) Naci putanju tacke i nacrtati
je. b) Naci brzinu i ubrzanje tacke u funkciji vremena. ¢) Odrediti polozaj tacke, brzinu i ubrzanje u
trenutku #,=0,75s.

v oo . v . . X .
Resenje: a) 1z prve jednacine izrazimo ¢ = 5 pa zamenimo u drugu:

2 2
y= 4% - 4(;) =2x— 4% =2x—x>. Dobijena je jednacina putanje - parabole: .

Parabolu najjednostavnije crtamo tako sto prvo odredujemo teme parabole a zatim josS dve tacke Cije
su ordinate simetri¢ne u odnosu na ordinatu temena xrz:

y . P'=2-1-2x=2-2x—> 2-2x=0—>2=2x >
A M xp =L yp=2x;-x;=2-1-1"=2-1=1; 7(L;1)

o ;: W XTZI_){xA_1+1_2_>y(z)_2-2—22_4—4_0_>A(2,~0)
M, 1 2 xp=1-1=0-(0)=2-0-0>=0-0=0— B(0,0)

Smer kretanja tacke: sa porastom vremena x raste — tacka se kreée od polozaja M, udesno.

b) Nalazimo izvode jednacina kretanja po vremenu:
X=2t— $=2-1=2; ¥=(2) =0
y=4t-4F — y=4-1-4-2t=4-8t; $=0-8-1=-8.

Brzina:v =52 + 7% =22 + (4 — 8% =4 +16 - 641 + 641> =120 — 641 + 6412

Ubrzanje: a = \/)'c'z + 57 \/0+ =64 = 8— = const.

Tangencijalno ubrzanje: ay =

)'cié+yy:2~0+(4—8t)-(—8): 8(4—8t)
535 p(8)(e-8) BETY

v

Normalno ubrzanje: ay =
¢) Polozaj tacke u £;=0,75s: x,=2-0,75=1,5cm; y;=4-0,75-4-(0,75)°=3-2,25=0,75—M,(1,5; 0,75).
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Brzina i ubrzanje u tren. ¢ v1:\/20—64-0,75+64-0,752:\/20—48+36=\/§=2,82ﬂ;
s

a =8ﬁ2;an =_8(4—8‘0,75) =_8'(_2) =£=5,67ﬂ2; ay, =£=5,67ﬁ2.

s 2,82 282 282 s 2,82 s
Brzina i tangencijalno ubrzanje imaju pravac tangente na putanju u tacki M; a normalno ubrzanje je
usmereno ka centru krivine.

ZADATAK 1.17 (putanja je parabola):Date su jednacine kretanja tacke x = t + 2, y = 4 — t*
(x, yum, t us). Odrediti: a) putanju tacke; b) vrednosti brzine i komponenti ubrzanja u funkciji
vremena v(t) =7, a-(t) =7, a,(t) =7; ¢) polozaj tacke, brzinu i ubrzanje u odredenom trenutku.
Resenje:

a) Odredivanje putanje tacke
Da bi odredili jednacinu putanje tacke iz jednacine kretanja treba eliminisati vreme ¢:

x=t+2=3x—2=t—=t=x—2

Putanja je
parabola

=4—-t?=4—(x—-2)=4—(x"—4x+4)=4—x"+4x— 4

h

Pocetni polozaj tacke: za t =0

g=0+2=2;y,=4-0=4= |M,(2;4)

Smer kretanja tagke:t /= x 7 tacka se krece od poloZaja My u desno.

Dobijena jednacina putanje je parabola . Parabolu najjednostavnije crtamo tako §to

prvo odredujemo teme parabole, a zatim jos dve tacke ¢ije su ordinate simetri¢ne u odnosu na
ordinatu temena X ¢

y=4-1—-2x=4—2x= 1y =0 }’r:4'xr—ﬁf1—2 Ax=2+2=4
4—2x=0—-4=2x yr=4-2-2° xXp=2
4 yy=8—-4=4 Nxr=2-2=0
= —=2 — 2 _
frT 3 Vg =444 =0
}?.:,}}=4'|:|—0‘=
4 T=M, . . .. .
4 b) Odredivanje brzine i ubrzanja u funkciji vremena

Nalazimo izvode jednacina kretanja po vremenu:

- Izvodi: x =t+2—=x=14+0=1—=x%=0
i y=4—-t*>5y=0-2t=—-2t->y=—-2-1=-2

Brzina: v¥ = 2 + 72 =12 + (—2t)* =1 + 4t? = v = V1 + 4¢?
Ubrzanje:
a?=%¥2452=0+(-2) =4—5a=+4=2m/s* = Const.

X +vv (—2t)-(-2) 4t
al_ = = = = =
Tangencijalno ubrzanje: v V14 42 V14 4t
) £V — x| |1-(=2)] [—2] 2
Normalno ubrzanje: a, = = = = — == :
v V14482 1448 V1 + 4t2

¢) Polozaj tacke, brzina i ubrzanje u odredenom trenutku #,=2.5 s
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x, =25+2=45
y; =4—25"=4-625=-2725 |—M1{4,5;—2,25j

Brzina: y, =/1+4-2,52 =v1+25=v26=[51m/s]|
Ubrzanje: a, =|2 m/s*

4-2,5 10 3 e r—
Ay = —(———= o1 =(1,96m/s" Provera: a = \fa;? + a,?

*oJ1+4-257 5

Polozaj: za t; = 2,55 =

- - = . - - A
a, =+ 1,96+ 0,39° = 2 m/s"

2 2 -
ay, = =7 =039 m/s’

o144

ZADATAK 1.18 (putanja je sinusoida): Kretanje materijalne tacke definisano je vektorom polozaja
7 = 3t1 + (25in3t)] (koordinate su u metrima a vreme u sekundama). Odrediti brzinu i ubrzanje u
funkciji vremena i za t = g.

Resenje:
Po definiciji vektor poloZaja je 7 = x1 + ¥J, pa jednacine kretanja glase:
x(t) = 3t ...(1); y(t) = 2sin3t ...(2). Kada iz prve jednadine izrazimo t = ;—rpa zamenimo u drugu

jednaginu, dobijamo ¥ = 2sin3 g . Kona¢no je jednagina putanje Y

m tj. putanja tacke je sinusoida. S s

Nalazimo izvode jednacina kretanja po vremenu:

x(t) = 3t y(t) = 2sin3t 0 X
v : M,

v,=x=3 v, = ¥ = 6cos3t

a,=x=0 a, = = —18sin3t

Brzina u funkciji vremena:

v =442+ 92 =1+/32 4 (6cos3t)2 =+/9 + 360523t

Ubrzanje u funkciji vremena: a = x,fiéf + 2 = /0% + (—18sin3t)? = 18sin3t

Brzina i ubrzanje u trenutku £, = E :

3?: T
t,=—= 6 2 o M, (>;2)
6 = Jgi = Jcin— = 2
V= 25;7133 =2sin—-=2

—_—
: . — | 29 _ 0 = — 2. _
Brzina u trenutku #;: —1‘|9+36ms I-=VI9+36-0= 3m/fs| »v,=3;v,=0

¥
. L 2
Ubrzanje u trenutku #;:a = a, = —18sin3 - =18 m/s
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2. KINEMATIKA KRUTOG TELA

U kinematici, kao i u statici, prou¢ava¢emo kruta tela tj. smatraCemo da rastojanje izmedu bilo koje
dve tacke tela ostaje za vreme kretanja nepromenljivo. Razlikujemo dva osnovna oblika kretanja
krutog tela: translatorno kretanje (translaciju) i obrtanje tela oko ose (rotaciju). Slaganjem
translatornog i obrtnog kretanja nastaje ravno kretanje.

v 1 y B V| 0 pReemmem——— _‘p I
”\\\ ‘"\\ !A:‘, \\\
-~ - | ~ -~
- o i QP/’/’
0 of A o A A
! X ! X ' X
translacija rotacija ravno kretanje

2.1.. TRANSLATORNO KRETANJE

To je kretanje krutog tela pri kome su putanje svih tacaka tela u

toku kretanja paralelne i jednake, a svaka duz na telu ostaje

paralelna svom pocetnom polozaju.

Diferenciranjem izraza 7, =7,+/ se dobija dr; _ dr, + ﬂ
dt dt dt

0 Vektor AB =1 se ne menja po pravcu i intenzitetu pa je (:T'i =0.
/x Izvodi 7, i 7, po vremenu predstavljaju vektore brzina v, =v,.

v, dv =
itd. Diferenciranjem —4 = —£ sledi: |d, =a,|. Brzine i ubrzanja tacaka A i B
jem <= j

‘vB=vA,vB] =V

su jednaka medusobno po intenzitetu, pravcu i smeru u bilo kom trenutku. Translatorno kretanje
krutog tela je odredeno kretanjem bilo koje njegove tacke pa se zato pri odredivanju brzina i
ubrzanja koriste iste formule kao u kinematici tacke.

2.2. OBRTANJE KRUTOG TELA OKO NEPOMICNE OSE (ROTACIJA)

2.2.1. Ugaona brzina i ugaono ubrzanje tela

Kretanje krutog tela pri kome dve tacke, koje pripadaju telu, ostaju
nepokretne u toku Citavog kretanja, naziva se obrtanje (rotacija). Prava koja
prolazi kroz pomenute dve tacke naziva se osa rotacije. Sve tacke tela koje
nisu na osi rotacije krecu se po kruznim putanjama.

s
rm Zakon obrtanja tela oko ose je zavisnost ugla od vremena |p=¢(?).
Mot r D Ugao rotacije (u rad) racuna se i preko broja obrtaja N: .
v Za vreme At se telo zaokrene za ugao A@, pa je srednja ugaona brzina

jednaka: o —2%.
sr At

Trenutnu ugaonu brzinu dobijamo ako At —0: o= lim Ao _do_ b 1.

At—0 At - dt
A ; .. . .
ﬂ E Jedinica za ugaonu brzinu je rad/s=1/s =s L
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Ako za vreme At ugaona brzina promeni vrednost za 4w, njenu promenu definiSe srednje ugaono

Ao ._dz(p:..

¢ —A? Trenutno ugaono ubrzanje biée jednako: &= 7im o="
dt

ubrzanje tela: =
.Y At—0 At

Jedinica za ugaono ubrzanje je rad/s’=1/s"=s".

z z
Ako je obrtanje oko ose Az, vektori @ i & imaju pravac ose Az: 9le e
d=w-k, & =&k, anjihov smer se odreduje pravilom desne ruke. s
To su klizni vektori, tj. vektori vezani za liniju. @
Ako intenzitet ugaone brzine raste sa vremenom, obrtanje je ubrzano | 2 g
a vektori @ 1 £ su istog smera (sl. levo); kada intenzitet opada
obrtanje je usporeno, @ i € su suprotnog smera (sl. desno). ALF ALF

Kada je ugaona brzina konstantna telo rotira jednoliko (ravnomerno)
do .
w=—>—=const., dp=awdt, paje: = wt.

Ako je dat broj obrtaja u minuti #, ugaona brzina [u rad/s], rauna se po obrascu @ =—"——="—.

£,

2
Ako je & =const., obrtanje je jednako promenljivo(ubrzano-usporeno): | = @, * &t; ¢ = w,t £ N

2.2.2. Brzine i ubrzanja tadaka rotirajuéeg tela ‘é

Bilo koja tacka M tela, na rastojanju » od ose obrtanja, opisuje kruznu
putanju poluprecnika r, sa centrom na osi. Za vreme At telo se okrene za “'
ugao Ag, a tacka se pomeri za As=r-Ap. Dalje sledi: %zr%, s

ds d . . L e . .
—| = v,—(p =) pa dolazimo do izraza za linijsku ili obimnu brzinu tacke tela: Vektor

( dt dt
brzine v bilo koje tacke ima pravac tangente na njenu putanju, intenzitet je jednak proizvodu

ugaone brzine i rastojanja do ose obrtanja: v,=r; @, v,=r; @...

. N . .. dv v . .
Projektovanjem a na tangentu i normalu dobijamo a, = e a, =— . Zamenom izraza za brzinu
t
K

dobijaju se intenziteti za tangencijalno i normalno ubrzanje . Normalno

ubrzanje ima pravac polupreénika kruzne putanje,
usmereno je ka centru putanje a tangencijalno
ubrzanje ima pravac tangente na putanju.

a)

Ako se telo obrée ubrzano, tj. vektori @ i £ imaju
isti smer, vektori tangencijalnog ubrzanja d, i brzine
v su istog smera (na slici pod a). U slucaju kada je
obrtanje usporeno, vektori a4, 1 Vv su suprotnog
smera (na slici pod b). Ova kretanja tela su primeri
neravnomernih rotacija.

Pravac vektora a, odreduje ugao o koji vektor a zaklapa sa polupre¢nikom: |sga =1 = 1|

Intenzitet ukupnog ubrzanja: |a =+ a% + a%,, tj. a=rv &+t .
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U datom trenutku ugaona brzina i ugaono ubrzanje imaju istu vrednost za sve tacke tela, ubrzanja
svih tacaka tela u datom trenutku su proporcionalna njihovim rastojanjima
od ose obrtanja a ugao « ima jednu istu vrednost; vektori ubrzanja svih
tacaka na jednom pre¢niku su paralelni medusobno.

Kada se telo obrée ravnomerno, ugaona brzina je konstantna pa je

T @=¢=0. Sledi: a=rV0" + &* :ra)zzaN;tga:%:OSa:O.
2

M

PRIMERI TELA KOJI VRSE OBRTANJE OKO NEPOMICNE OSE

1-0sa rotacije

osa rotacije

osa rotacije

referentna
0sa

oy
rgd.l:]alna @@ e 5

liniia

KRETANJE ZUPCASTIH, LANCANIH I KAISNIH PRENOSNIKA SNAGE

@
©]

2') Spojnice na vratilima

> Zupcanici
Ulaz snage o

cbgﬁ—l—

L n'> Broj obrtaja spojnica (vratila)

@y T, BN ey (i Lo s pOmrt
m3> Ugaona brzina spojnica (vratila)

_.® Izlaz snage
T IReE S
ﬂ') Podeoni pre¢nici zupéanika

> Broj zuba zupéanika

. . o . m 30
Veza: (n) broj obrtaja u minuti — ugaona brzina (w) u rad/s: | = —30, n= [0}
V4
. . 1 d
Obimna brzina: v, = a4 o = éa)z, modul zupcanika: m = a = 9, =2 nlA
22 0z | oo m oz

. o i k. d
Prenosni odnos prenosnika |i = 2, (gonjenog zupcani - @) L
z, (pogonskog zupcanika) n, @, d,
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Kaisnici
Obimne brzine kai$nika su:

v, =R o =Rmn /30,

v, =R,w, =R,7n, /30
Pri ovom prenosu vazi v, =v, da ne bi doslo do
klizanja kaiSa po kaisniku, pa se dobija prenosni
odnos:
i=w/w,=n/n,=R,/R =D, /D,.
Prenosnici kod kojih je D, >D, —>i<l
(vodeno vratilo se obrée brze od vodeCeg) su multiplikatori. Prenosnici kod kojih je
D, < D, —i>1 sureduktori (vodeno vratilo se obrée sporije od vodeceg).

Npr. Elektromotor se okrece sa n;=15000b/min. Precnik njegovog kaiSnika je §0mm. Koliki je
prec¢nik kaiSnika na busilici ako se burgija okrece sa brojem obrtaja n,=7500b/min?
Resenje: i=n/n,=1500/750=2  (reduktor) i=D,/D, - D,=D,-i=80-2=160mm

®_ -'f_"f"'

Zupcanici

AN i Prenosni odnos se formira na isti nacin

kao i kod kai$nika, s tim Sto se ovde jo§

@ _._,_{ l@ . ‘.,\ uzima i broj zuba zupcanika pa vazi i
”R ’Dm P o odnos: i=2z,/z,.

—i $A /’ . 2 , O ‘ Npr. Vodeni zupcanik ima 40 zubaca i

S "f/ Ry, D; ¢ini 10ob/min. Prenosni odnos je 2.

Odrediti broj zubaca i broj obrtaja u
minuti vodeceg zupcanika.
ReSenje: i=z,/z, >z =2,/i=40/2=20,i=n,/n, >n, =i-n, =2-10=200b/min .

2.3. ZADACI 1Z OBRTNOG KRETANJA TELA

ZADATAK 2.1. (usporeno obrtanje): Osovina se obrtala sa n=90ob/min a posle iskljucivanja
motora, nastavlja da se obrée jednako usporeno i zaustavlja se nakon 40s. Odrediti koliko obrtaja je
osovina napravila za to vreme i odrediti njeno ugaono usporenje.

. . N . 1
ReSenje: Za ravnomerno usporeno obrtanje vaze obrasci: (pza)ot—g.sfz w=w,—¢

gde je pocetna ugaona brzina @, = m_ 790 _ =3z rad _ =9,42 rad _ =9,42s"

30 30 s s
U trenutku zaustavljanja (£;=40s) je ugaona brzina w;=0. Iz izraza za ugaonu brzinu sledi:
0=942—-¢-40,=> ¢ = 3z _242_ rad =0,2355s"2. Ukupni ugao obrtanja ¢;=27N.

40 40 52

Zamenjivanjem dobijamo: 27V =37 40—% i—ig 402 = 27N =607 = N =30 obrt.

ZADATAK 2.2. (ubrzano obrtanje): Zamajac poluprec¢nika 7=0,5m, pocinje kretanje iz stanja
mirovanja, konstantnim ugaonim ubrzanjem & Ako za 20s zamajac napravi 200 obrtaja, odrediti
ugaonu brzinu, broj obrtaja # i ubrzanje tacke na obodu u trenutku #,=20s.
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Resenje: Kretanje pocinje iz stanja mirovanja pa je @p=0 a ugaona brzina w=g. Ukupni ugao

1 1
obrtanja je @p=27N=27-200=4007 ili po obrascu @ = @yt + 552‘22561 2 , odakle za ¢;=20s sledi:

4007 = %g 202 , > &= 27‘[% . Vrednost ugaone brzine iznosi @,= ¢t,;=27-20=40rx rad/s, a broj

s
. 30 30-40 . . .. .
obrtaja: n; = SACA Tﬂ =1200 #. Dalje se odreduju komponente ubrzanja i ukupno ubrzanje:
ay =rof =0,5-(40z) =7887.72; ar =re=05-27=314"2;
s s

ay =+ +a} =347 +7887,7% =7887,7 %
S

ZADATAK 2.3. (sistem za podizanje tereta): Prikazan sistem sluzi za podizanje tereta. Smer
obrtanja pogonskog vratila 1 suprotan je
smeru kazaljki na satu sa brojem obrtaja

n; = 120 ob/min. Odrediti brzinu podizanja s | e
tereta i ubrzanje tacke na obodu dobosa. | [ >>== =
Preénici zupcanika jednaki su: d; = 40 cm i
d, = 20 cm, precnik dobosa d; = 10 cm.

Resenje.
Ugaona brzina pogonskog vratila I, kao i zupcanika 1, bi¢e jednaka:
mrn, w-120 rad
=—1= =47 =|1256—
30 30 =
Smatra se da izmedu dodirnih tacaka spregnutih zupcanika nema
klizanja, pa su brzine dodirnih tacaka jednake:

d
Uy = Ty =Elw1 =02-47=08r=|(251m/=

Wy

v, v, 2,51 rad 0,8 rad
Vg = Thly = @y = — = = =251— iliw, = =|8mr—
- © rn dy 01 s © 01 s
2

Ugaona brzina zupcanika 2 je ujedno i ugaona brzina vratila II. Brzina tacke B jednaka je brzini
podizanja tereta:

d
vy =vp =Ty, = ?ﬂwz = 0,05-251 =[125m/s

Poznavajuci ugaonu brzinu zupcanika 2 moze se odrediti broj obrtaja zupcanika 2:
TH, 30-w, 30-8mw ab
w,=——>n, = 2= = 240 —
T min

T
Ubrzanje za tacku B na obodu diska:
Kako je w, = Const.= w, = Const. — stoga je ugaono ubrzanje s, =0

Komponente ubrzanja, tangencijalna i normalna komponenta ubrzanja tacke B:

.. . e
Tangencijalna komponenta ubrzanja: ag. = Ea g, =0

. i , m
Normalna komponenta ubrzanja: ag, = w,” =0,05-251° =316 —
7 2

=
2

m
Ukupno ubrzanje: |ag = ag, = 3163
; 52

Vektori brzina se ucrtavaju u pravcu tangente na kruznu putanju tacke, u smeru obrtanja. Posto su u
ovom primeru obrtanja zupcanika ravnomerna (£ = 0), ubrzanje tacke sadrzi samo normalnu
komponentu koja je usmerena ka osi rotacije.
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ZADATAK 2.4. (reduktor): Broj obrtaja ulaznog vratila I prikazanog zupcastog reduktora iznosi
n/=600 o/min. ZupCanik 1 je ¢&vrsto vezan za vratilo I,
zupcanici 2 i 3 za vratilo 11, zupCanik 4 za izlazno vratilo III.

Naci ugaone brzine vratila I, 11, i III kao i broj obrtaja izlaznog "

vratila III. Definisati prenosne odnose spregnutih zupcanika [\‘ %R'

kao i ukupan prenosni odnos reduktora. Odrediti brzine i S W r =—
ubrzanja taCaka na obodima zupcanika 3 i 4. Dati su /

poluprecnici  zupCanika: R;=20cm, R,=30cm, R;=40cm, | @Rj i
R,=20cm. I\\t\

Resenje: Ugaona brzina ulaznog vratila, kao i zupcanika 1, bice
S 000 0r - 628799

30 30 s - a@
Smatra se da izmedu dodirnih tacaka spregnutih zupcanika i p ‘,;j % 4

nema klizanja, pa su brzine dodirnih tacaka jednake:
Va=Ro, vyp=Ro,>Vv,=v, >Ro=Rao,

oy,

jednaka: @; =,

R 20-2 4
= 0, g‘” _ 2020 _ 207 _ 41974
5 30 3 s
Ugaona brzina zupcanika 2 je ujedno i ugaona brzina vratila II kao i

zupCanika3: o, =0 =0y = 41,9@.
s

Zbog jednakosti brzina dodirnih tacaka zupéanika sledi:
Rywsy 40-407/3 80x rad

Vg3 =Vy4 —>R3a)3= R4a)4—)w4= R 20 7=83’8T
4

Ugaona brzina zupcanika 4 je ujedno i ugaona brzina vratila III:

Wy =0 = 83,8@. 1z izraza za ugaonu brzinu o :% moze se
s
odrediti broj obrtaja vratila lIl:  ny; = 300y _ 30-80n/3 _ 800-2.
T min

Zadatak se moZe reSiti i na drugi nacin, preko prenosnih odnosa.
Prenosni odnosi spregnutih zupcanika jednaki su:

o _Ry 30 3 ey Ry _20 1

o, R 20 2 g Ry 40 2

Ukupan prenosni odnos reduktora definiSe se kao koli¢nik ulazne i

iy =

izlazne ugaone brzine: zeﬂ:ﬂﬂ:ﬁ&:ilz i34:§~l=é.
Oyyr Wy Wy Rl R3 22 4
Na ovaj nacin se dobija: @, :ﬂ:wlﬁﬁzzo @.@:807”:83’8@_

Brzina bilo koje tacke (npr. tatke B) na obodu =zupcanika 3 bi¢e jednaka:
vp =Ry3=40-419=1676m/s. Za tacku C na obodu zupc€anika 4 brzina ¢e imati isti intenzitet kao
i brzina tacke na obodu =zupcCanika 3, jer se radi o paru spregnutih zupcanika:
ve =Rym4 =20-838=1676m/s. Vektori brzina se ucrtavaju u pravcu tangente na kruznu putanju

tacke, u smeru obrtanja. Posto su obrtanja zupcanika ravnomerna (tj. £ = 0), ubrzanja tacaka sadrze
samo normalne komponente, pa su zato usmerena ka osi rotacije. Intenziteti ubrzanja tacaka B i C:

ag =agy = Ryw3 =40-41,97 =70224,4cm/ s> =702,2m/s°; ac = acy = Ry0F =1404,5m/s°.

22



ZADATAK 2.5. (reduktor): Broj obrtaja ulaznog vratila 1
prikazanog zupcastog reduktora iznosi n;=300 o/min. Zupcanik 2

o 1 5] je Cvrsto vezan za vratilo 1, zupcanici 3 i 4 za donje vratilo,
C / EFZ P e zupCanik 5 za izlazno vratilo 6. Naéi ugaone brzine vratila kao i
T Te ™~ ° broj obrtaja izlaznog vratila 6. Definisati prenosne odnose
] spregnutih zupcanika kao i ukupan prenosni odnos reduktora.
G- | Odrediti brzine i ubrzanja tacaka na obodima zupcanika 4 i 5.
—F Y Dati su polupreénici: Ry=15c¢m, R3=40cm, Ry=20cm, Rs=30cm.
T U . . rad
a Resenje: Ugaone brzine ulaznog vratila @ =107 =31,4—,
e I I A B d ’
donjeg vratila w; =157/4 e w3 =y,
s
. . rad . . . . .
izlaznog vratila @g = w5 =57/2 —, a broj obrtaja ng =75 o/min. Prenosni odnos i=4.
s
Brzine tataka na obodima v =757 <" a ubrzanja a, = 2775,8%, as = 1850% .
s N
ZADATAK 2.6. (sistem za podizanje tereta): Prikazanim ;
sistemom se, promenljivom brzinom, podize teret 3. Ugao obrtanja H x|

pogonskog vratila 1 menja se po zakonu (p:2,5t2 . Odrediti brzinu
podizanja tereta 3 u trenutku #;=1s i ubrzanje tacke na obodu dobosa
2. Pre¢nici zupCanika jednaki su: d;=10cm i d,=50cm, a preénik | ga mls
dobosa 2 je d;=40cm.

. rad
ReSenje: Za vratilo 1: @ =5t, & =5—-=const.; u trenutku ¢;: ﬂllj'l/s
s
rad rad . rad rad rad
o =5——, & =5—-.Zavratilo 2: w, =1, &y =1—-=const.; za 1;: 0y =1—, &y =1—-.
s N s

& Sa: v, =20 —20" —20" —9283"
Za tacku B na obodu doboSa: vz =20 . ,aBN—20S2,aBT—ZOSZ,aB—28,3S2 .
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2.4. RAVNO KRETANJE KRUTOG TELA

Ravno kretanje krutog tela je takvo kretanje pri kome se sve
tacke tela krec¢u u ravnima koje su paralelne datoj nepomicnoj
ravni; prouCavanje se svodi na proucavanje ravne figure,
(preseka tela sa ravni paralelnoj datoj nepomicnoj ravni), koja

se krece u svojoj ravni.

Jednadine ravnog kretanja: le:xA(t), Va=yu(t), go:go(t)|.

Ravno kretanje krutog tela nastaje slaganjem translatornog @
kretanja 1 rotacije. Jednaline x,=x4(?), Y4=v4(t) opisuju
translatorno kretanje a jednalina @=g@(f) obrtno kretanje oko pola A. Osnovne kinematske
karakteristike ravnog kretanja su brzina i ubrzanje translatornog kretanja i ugaona brzina i ugaono
ubrzanje obrtnog kretanja oko pola.

2.4.1. Odredivanje brzina tacaka tela

1) Vektorski nacin
Posto ravno kretanje nastaje slaganjem translatornog kretanja i
rotacije, brzina bilo koje tacke na telu koje vrsi ravno kretanje sastoji
se iz dve komponente: brzine translacije i brzine rotacije oko pola.

Tako ée vektor brzine tacke B biti jednak: Vg =V, +vj

Vektor v }f (brzina tacke B pri obrtanju oko pola A), ima intenzitet vg = - AB| (w ugaona brzina
rotacije tela), pravac je normalan na pravac AB i ima smer ugaone brzine. Pravac i smer

rezultujuce brzine v, dobijaju se formiranjem odgovarajuceg paralelograma.

1) Teorema o projekcijama brzina
Projekcije brzina dveju tacaka krutog tela na pravu, koja spaja te tacke,
jednake su medusobom. |v cos f=v , cos a.‘

Koristi se za nalazenje intenziteta brzine neke tacke tela ako je poznat
njen pravac, kao i pravac i intenzitet brzine neke druge tacke tela.

1Il) Metoda trenutnog pola brzina
Trenutni pol brzina P, je tacka ¢ija je brzina u datom trenutku jednaka
nuli. Nalazi se u preseku normala na vektore brzina; njen polozaj se u
toku vremena menja; ne mora biti na samom telu, moze biti i van

njega. Za poznat polozaj P, brzina tacke bice jednaka ;

upravna je na pravac AP, iima smer ugaone brzine.
Za druge tacke se moZe pisati: vz =BP, - @, vo =CP, - @

Ugaona brzina se moze izracunati:

a)

1V) Metoda plana brzina
V) Metoda zaokrenutih brzina
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2.4.2. Odredivanje ubrzanja tacaka tela

1) Vektorski nacin
Slicno kao kod odredivanja brzina, vektor ubrzanja tacke B bice

jednak: dg=a,+ap ili ako se vektor 5{;1 (koji nastaje usled
obrtanja tacke B oko tacke A) izrazi preko svoje tangencijalne i

normalne komponente: |Gz =d , +djy +dpr-

Intenziteti ovih komponenti jednaki su: |ajy = AB-@*, ajy = AB-&.

Vektor d@py uvek je usmeren od tatke B ka tacki A; vektor djp je

normalan na pravac AB, usmeren u smeru obrtanja pri ubrzanom a u suprotnom smeru pri
usporenom kretanju. Ovu vektorsku jedna¢inu projektujemo na ose proizvoljno izabranog
koordinatnog sistema, dobijamo dve skalarne jednacine iz kojih mozemo naci dve nepoznate.

11) Metoda trenutnog pola ubrzanja
Trenutni pol ubrzanja P, je tacka cije je ubrzanje u datom trenutku

jednako nuli. Od vektora ubrzanja, pod uglom o koji je odreden

a4
ot +&?
Ubrzanje bilo koje tacke je proporcionalno udaljenju te tacke od

izrazom |iga = |, na rastojanju | AP, = nalazise P,.

lel
2

trenutnog pola ubrzanja: ap =as® = BP, ot +&%, ac = aé’“ =CP, ot +&%.
Trenutni pol brzina i trenutni pol ubrzanja nisu iste tacke, i ne poklapaju se (sem kod rotacije). Npr,

pri kotrljanju tocka bez klizanja, pri ¢emu je brzina centra C tocka vc=const. — ac=0. Dakle,
trenutni pol brzina nalazi se u tacki dodira, tacka C je trenutni pol ubrzanja.

PRIMERI KRETANJA TELA

F=800N

a) Klip D vrsi translatorno kretanje, poluga AB vrsi rotaciju oko ose A, poluga DBE ravno kretanje.
b) Klip u cilindru vr$i translatorno kretanje, poluga EDC vrsi rotaciju oko ose D, poluga AB se
obrce oko ose B, dok klipnjaca EH vrsi ravno kretanje.
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2.5. ZADACI 1Z RAVNOG KRETANJA TELA

ZADATAK 2.7. (mehanizam): Odrediti brzinu klizaca B mehanizma prikazanog na slici, ako je
AC=CB=L=0,2m, ugaona brzina krivaje AC je =35 rad/s a u datom trenutku ugao izmedu AC i
CB iznosi 1/2=90".

Resenje: Ostri uglovi jednakokrakog trougla ABC iznose po 45°.
Brzina tacke C ima pravac normale na krivaju AC, odn. pravac
Stapa CB 1 intenzitet v, =@wL =5-0,2=1m/s. Brzina tatke B
mora biti horizontalna. Po teoremi o projekcijama brzina bice:

(ﬁC)CB = (Vg )CB; vecos0=vgcos45°

Ve 1

Ve :v372:>v3 = 0707 :WZIAM m/s.
ZADATAK 2.8. (mehanizam): Mehanizam, dat na slici, ﬂD
pokreée krivaja OA=r=15cm, koja se obrée oko ose O,
ugaonom brzinom wou=2rad/s=2s"=const. Duzine Stapova su ‘bl [ <ic
AB=CD=L=60cm (AC=20cm). Za prikazani polozaj O, = B=R
mehanizma odrediti ugaone brzine Stapova @yz 1 @cp 1 brzinu  ®oa A 07}

klizaca D.

ResSenje: Brzina tacke A ima intenzitet v4=rwo4 1 pravac normale na krivaju OA. Brzina tacke B je
horizontalna jer se kliza¢ kreé¢e horizontalno. Trenutni pol brzine za Stap AB je u preseku normala
na brzine v,4 i vp, odnosno u datom trenutku u tacki B. Brzinu tacke A mozemo pisati v4=AB-@w,p pa
dalje sledi:
B ) _rewgy 152 _rad
r-wp,=AB-@,5; @4 1B 0 0,5 L

Brzina tacke C: ve=BC-w3=40-0,5=20cm/s u datom trenutku je vertikalna, brzina tacke D je
stalno vertikalna. Posto su brzine vp i1 v¢ paralelne, trenutni pol brzine je u beskonacénosti, @wcp=0,
Stap CD vrsi trenutnu translaciju, tj. vp =v¢=20cm/s.

ZADATAK 2.9. (klipni mehanizam): U datom trenutku kliza¢ A Bi
. . . N mo. . ™m
klipnog mehanizma ima brzinu ¥, = 1,5; 1 ubrzanje a, = 16;

(smerovi su dati na slici). Odrediti brzinu i ubrzanje klizaca B i ugaono
ubrzanje poluge AB u datom polozaju klipnog mehanizma ako je
AB=30cm.

Resenje:
Metodom projekcije brzina odredujemo brzinu kliza¢a B, v5:
A50 450 cos45° . Sm
v, CO8 = VgCO85 = Vg =V = s e
4 8 8 4 cos45° =

Trenutni pol brzina nalazi se u preseku normala na vektore brzina v, i
¥, 1 rastojanje tacke A do trenutnog pola iznosi:

— V2
AP, = AF - cos45* = 0,3-—=[0,21m
v :

. . A 1,5 rad
tako da je ugaona brzina: w,; = 1P 021 7,14—
v . s

—_— —

Ubrzanje tacke B racuna se na osnovu vektorske jednadine ubrzanja: [ap = a, + ag, + ai;|
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Normalna komponenta ubrzanja: Tangencijalna komponenta

ubrzanja:
asy =A4B - w® =0,3-7,14°
ady = 15’32 agr =48 rg,5
o2
Projektovanje ubrzanja na Bx i By osu:
. . V2 V2 15,3 ™
X ageos4h® =aycos545° —agy — ag— =16—— 153 = ag = 16 — —=|—-5,64—
’ 2 2 V2 5
_ _ 2
. 0 — o A V2 — V2 A A — m
» agcasdh® = —a,co545° + agr = —5,64? = —16? + apr = agr = '.'-",325—2
as, 732 44 rad
f .OF = = = i —
Tako da ugaono ubrzanje iznosi: 48 03 03 52

ZADATAK 2.10. (mehanizam): Mehanizam dat na slici pokrec¢e pogonska poluga
OA, koja se obrée oko ose O, ugaonom brzinom @ sa ugaonim ubrzanjem & Za
prikazani poloZaj mehanizma odrediti ugaonu brzinu Stapa AB i brzinu klizaca B.
Dato je: 04 =7 = 4/3m; AB = 2r = 8/3m.

. d d
U datom trenutku je o = \/gﬂ, &= \6%
N N
Resenje:
Odredivanje brzina:
— = m B i[ﬁ
Brzinatacke A: v, = 0A-w=4/3-V3i=4-3=12— v
5 ]

Vektor brzine tadke A,¥,, crta se normalno na pravac §tapa OA u smeru koji diktira
ugaona brzina w. Primenom pravila projekcija brzina na pravac AB
odreduje se brzina tacke B, v5:

1 m

v, c0560° = vyoos0° = 12 - 3 =vp-l=|vg =6—
5

Stap AB vrsi ravno kretanje i trenutni pol brzina Py nalazi se u preseku

normala na vektore brzina v, i v5. Sa slike se moze videti, iz trougla

83 3
TR

AB
ABPy: AABP, = — =5in60" =
AP,

v

Tako da i brzina &t AB 1, 12 3rad ’KBOD
ako da je ugaona brzina Stapa AB: @, = —=— =|-— N
jens P 45 AP, 16 |4 s P/ %UEB
@yp crta se u smeru brzina v, ivg. O, e
Ubrzanje tacke A: Vektorska jednacina ubrzanja tacke A glasi:
Normalna
komponenta _ i = a3 7Y = M
ubzania tacke | %N = 04w = 4y 3[:\- 3) 12v 352 — smerod Aka O
A:
Tangencijalna
komponenta _ [~ — S m .
ubrzanja tatke g =0A-2=4W3-V3=4-3 =12 = —+1 0A,asmer ugaonog ubrzanja &
A:
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ZADATAK 2.11. (mehanizam): Mehanizam dat na slici pokrece pogonska poluga OA
(0A = OB = 20m), koja se obréa oko ose O, ugaonom

. red
brzinom wy, = 3— = Const.
L3

Za prikazani poloZaj mehanizma odrediti ugaonu brzinu A
Stapa AB i brzinu klizaca B.

Resenje:
Brzina tacke A ima pravac normale na polugu AB, i ima
intenzitet:

m
vy = 0A-wo =203 =|60—

Ubrzanje tacke A ima samo normalnu komponentu, jer je
ugaona brzina konstantna (@ = Const.— £ = 0):
a, =ay, =0A-w?l=20-32=180= =
=

ubrzanje tacke A ima pravac OA, smer ka tacki O.

Primenom teoreme o projekciji brzina na pravac AB,
odredi¢emo brzinu klizaca B, v

1
cos60° 3 —m i
v, c0560° = voc050° = vy = v, —0s30° = 60% =|20VW3—| = Ef?z\:?;%se vodice
€os v s .
2

Trenutni pol brzine je u preseku normala na pravce brzina v i vg. U trouglu ABPy ugao
£A=30° B = 120°{ £P,, = 30°, $to znaci da je trougao ABPy jednakokraki, tako da sa slike
sledi: |[BFy = AB

0B oF 20 —
tg30®* = — = BF, = =— = |20V 3m = 34,64m
BP, tg30° 1
V3
vy ZD\.E_ rad
Ugaona brzina §tapa AB, @,z jednakaje: “48 ~ g P, - 2043 - 5

ZADATAK 2.12. (mehanizam): Mehanizam koji se sastoji od tri Stapa, dat na slici, pokrece
pogonska poluga OA, koja se obrc¢a oko ose O, ugaonom brzinom @ sa ugaonim ubrzanjem &. Za
prikazani polozaj mehanizma odrediti ugaonu brzinu §tapa AB i ugaonu brzinu Stapa BC.

Dato je: 0A = = 0,2m; BC == 0,1m; AB = 3r = 0,6m; @, = 422, 5 = 2722
5 L3

Resenje:
QOdredivanje brzina i ugaone brzine:

Brzina tacke A ima pravac normale na Stap OA i smer
ugaone brzine @y, a intenzitet:

™m
vy = 0A-wy =02-4=08—

Metoda projekcija brzina na pravac Stapa AB:
Projekcijom brzina na pravac Stapa AB nalazimo brzinu
u tacki B, vg:

v, co0560° = vycos0°®

0,8 1 04m
r == . :y = B —_— =
2 = g 5

Pravac Stapa AB
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Trenutni pol brzina nalazi se u preseku normala na brzine v, i ¥, pa iz trougla ABPy nalazimo

BP
BPy: tg30°= .q_; — BP, =tg30°-AB = 0,577 - 0,6 = [0,346m

Vg 0,4 rad
Intenzitet ugaone brzine Stapa AB,aw,z iznosi:  ®as = BE, = 0316 1,16 —
v _04 _,rad
BC 0l N
Ubrzanje tacke A ima normalnu i tangencijalnu komponentu:
ay =rop=02-(40 =325 a,; =re,=02.2=04"7,
s s

aStapa BC: wy. =

ay= \/afw +ay = \/322 +04° E32,002ﬂ2
s

ZADATAK 2.13. (mehanizam): Kosi kliza¢ B i dva §tapa ¢ine mehanizam. Pogonska poluga OA

/ . rod
obrce se oko ose O ugaonom brzinom w = 2— = Const.
2

Za dati polozaj mehanizma odrediti brzinu i ubrzanje klizac¢a B i
ugaono ubrzanje poluge AB.
Dato je: OA=20 m; AB=10 m.

Resenje:

Odredivanje brzina i ugaone brzine:

Brzina tacke A ima pravac normale na Stap OA i smer ugaone
brzine «, i ima intenzitet:

m
vy =04-w=20-2=[40—
5

Kako je ugaona brzina konstantna, ugaono ubrzanje je jednako nuli, pa postoji samo normalna
komponenta ubrzanja, tako da je ukupno ubrzanje tacke A jednako normalnoj komponenti ubrzanja:
w=Const.e=w=0—=>a, =0

3 2 m .
fy =ty = 0A -w" =20-2°=80—|— Smerkatacki O
52

Metoda projekcija brzina:

m
v, c0530°% = voc0530° = |vy; = v, = 40—| — Pravac ose vodice klizaca B
5

Trenutni pol brzina nalazi se u preseku normala na brzine v, i ¥y = AABP;; —jednakostrani¢ni:
v, 40 4 rad

AP, 10 | s

AP, =BP, = AB = 10m = w,; =

Odredivanje ubrzanja klizaca B:

_ —

Vektorska jednacina ubrzanja tacke B: |a; = a, + afy + agr ... (1)

A _ . — . .
agr = AB " 545 ~ Pravac AB, smer ka tacki A

., , m
agy = AB ~wyp® = 10-4° = 1'5'35—2 —* Pravac normalan na AB, smer pretpostavljamo

Koordinatni sistem Bxy postavljamo u proizvoljnom poloZaju, zatim se vr$i projekcija jednacine (1)
na ose Bx i By:

B,: agcos30° = —a,cos60°— agy + 0
'\-"'g 1 \."'g —
ay— = =80~ —160 = az — = —200 = azV3 = —400
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B,: agsin30° = —a,sin60° — 0 — agy

4003 1 V3
- —=—-80— —a3
3 2 2
L 200V3 — 200v3 120V3 |80V3m
a.E‘T = —_ \:'13 = _ = —
3 3 3 3 st
A 1)
ey 8v3rad
ﬂ.gz—:lO'SAE.:)SAB:ﬁ:TS:

Pretpostavlje_ni' smer aj; je ispravljen a smer vektora ag treba ispraviti tj. ubrzanje @z ima isti smer
kao i brzina v5.

ZADATAK 2.14. (mehanizam): Krivaja OA4, duZine 40cm, okre¢e se oko ose O dovodeéi u
kretanje Stap 4B, duzine 80cm. Kraj B Stapa vezan je za kliza¢ koji se kreée po pravolinijskoj
vodici, koja sa horizontalom gradi ugao 7/4=45". Stapovi su na krajevima vezani zglobno. Naéi
ubrzanje klizaca B i ugaono ubrzanje Stapa AB u trenutku
kada je ugao f=2/2=9¢, ugaona brzina i ugaono ubrzanje
krivaje OA jednaki ay=2rad/s i =0.

ResSenje: Brzina tatke A ima pravac normale na krivaju
0A=0,4m 1 intenzitet v, =O0A4-o, =08—. Ubrzanje
s

tacke A ima samo normalnu komponentu (a,;7=0A4 -£=0)

a,=a, =04-0 =1,6ﬁ2,(pravac 04, smer ka O).
s

Trenutni pol brzine je u preseku normale na pravce

brzina vz 1 v4. Iz jednakokrakopravouglog trougla ABP,

je AP,=AB=80cm=0,8m, pa je ugaona brzina Stapa 4B:

vy 08 | rad

— M O
AP, 08 K

v

WDyp =

. « . . . P -4 —~4 s . A _ 2 m
Ubrzanje tatke B bic¢e jednako: a, =a,+ay, +az, gde je: aBN—AB-a)AB—OBS—2

(usmereno od B prema A). Komponenta aj; je normalna na pravac 4B, u smeru obrtanja. Ubrzanje

ap ima pravac kretanja klizaca po pravolinijskoj vodici CD, smer ¢emo pretpostaviti prema tacki C.
Projektovacemo vektorsku jednacinu na ose koordinatnog sistema Bxy i dobi¢emo sistem jednacina:
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—ag cos 450 = —agN,

ag sin450 = -ay +a§1T;

4
m _aBT_3rad_3 D)
2 fup =Ty =T TS
s AB s

¢ijim resavanjem slede vrednosti: a, = 0,82 ﬂz agr =24

s
ZADATAK 2.15. (mehanizam): Ravni mehanizam ¢ine poluga
/ ® 0OA=40cm, poluga AB=160cm i kliza¢ B. Poluga OA rotira oko
nepomicne ose O konstantnom ugaonom brzinom w=4rad/s=4s"
a kliza¢ B se krece po horizontalnoj vodici. Za prikazani poloZaj
na¢i ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje poluge AB, brzinu i
ubrzanje klizaca B.

60"
»>>>  Resenje: Poluga OA vrsi obrtno kretanje oko nepomicne ose O,
pa je vektor brzine Vv, normalan na polugu OA, u smeru ugaone brzine o,

veliCine:v, =04-w=04-4= 1,6ﬂ. Posto je w=const ubrzanje tacke A ima samo normalnu
s
komponentu (o=const. >e=b=0—>ay7r=04-¢=0):
m
a,=a,y =04 -0 = 64—, (a, upravcu OA, usmeren ka O).
s

Vektor v ima pravac ose vodice po kojoj se krece klizac, saglasno
smeru kretanja tacke A usmeren ulevo. U datom polozaju
mehanizma, poluge OA i AB grade medu sobom ugao 60°, pa je
ugao izmedu vektora v, i produzenog pravca poluge AB jednak
30°. Kada primenimo teoremu o projekcijama brzina dobi¢emo:

vy cos60° = v, cos30° = v, % = 160‘26 /2 v, =160\3 =2,772.

N
Poluga AB vrsi ravno kretanje i trenutni pol brzina Py nalazi se u
preseku normala na vektore brzina v,i vz . U trouglu ABPy ugao
24=180"60"=120"; 2 B=90"-60"=30"; £ Py=360-(150°)=30"; $to
znaci da je trougao jednakokraki tj. APy=AB=160cm=1,6m.

Ugaona brzina poluge AB: w5 = Y _ 160 = 1% , (usmerena kao brzine v i v oko pola Py).
AP, 160 s

Ubrzanje klizaca B ima pravac ose vodice, smer pretpostavljamo a rauna se: ap =d 4+ EzﬁN +ad fg‘T.

A . m
Komponenta ajy ima intenzitet ajy, = AB- w5, =1,6-1> = 1,6S—2,(pravac AB, smer od B ka A).
Komponenta ajz biée ap, = AB-&,5 =1,6-& 45, (pravac normale na AB, smer pretpostavljamo).

Projektovanjem jednadine dp = a4 +afy +dny na ose Bx i By dobiéemo:

1 1 NE)

Bx: —ay =—a, cos60° —apy cos60° +aj. cos30°, —a, =—6,4-5—1,6'E+1,6'3AB Y
- —a,=-32-08+08V3-2,,/-(-1) ay+083 5,5 =4....(1)
V3o 3 1

By : 0=—a,sin60° +ajy sin60° +aj, sin30°, 0:—6,4-7+1,6-7+1,6-5AB )

- 0=-32/3+08/3+08-¢,, 243 =085, c.o..... (2) >e,,=

B N

1z jednatine (1) sledi: ay +08v3 33 =4 ay +72=4—> a5 =-72+4=-32"
S
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Negativni predznak u reSenju za ap ukazuje da je smer ubrzanja pogresno pretpostavljen, tj. da je
vektor az usmeren suprotno od smera brzine vz na slici (usporeno kretanje).

0,0 TY ™ ZADATAK 2.16. (mehanizam): Dat je ravni
Va A o=n2 / B < %/D klipni mehanizam ¢ija se krivaja O4=R=20cm

okre¢e  konstantnom ugaonom  brzinom

w;=10rad/s oko nepokretne ose O i1 dovodi u

kretanje spojnu polugu ABCD (BC=R=20cm) i

=~ >x kliza¢ B. Odrediti ubrzanje tatke D u
vremenskom  trenutku  kada je ugao

C v=90°, B=30°, OA| |CD, AD| | OB. Tagke A i
B su zglobovi.

Resenje: Za tacku A imaéemo
v,=04-0,=R-0,=02-10=2m/s,

d
a,=a,=R-o =02-10° =20m/s> (@, =const.= &, :%=O, a,, =Re =0).

Ako primenimo teoremu o projekcijama brzina na pravac AB imacemo vscosf=vpcosp,
tj. v4 =vp, tj. poluga ABCD se trenutno krece translatorno pa je v4 =vg= v¢=vp a ugaona brzina

@,=0. PoloZzaj trenutnog pola ubrzanja odreduje ugao: sgq = @ = @ —o0=a =90
27}

Posto je poznat pravac ubrzanja klizaca B, trenutni pol ubrzanja nalazice se u preseku pravih koje
sa ubrzanjima a, i az grade ugao a=9¢ - to je tatka P,. Radi odredivanja ugaonog ubrzanja &,
pisaéemo izraz za ubrzanje tacke B: dp=a,+ajy +ajr; u kome je ajy =AB-w3=0.
Projektovanjem na osu By dobi¢emo:

a

0=—a,+ap;cos30° = aj, = 7”‘0 =23,09m/5°;
cos 30
A
af = AB-g, =g, =28 = 23094 _ 0,58rad /5.
AB 40

Posto je ugaono ubrzanje dobijeno sa pozitivnim znakom, zna¢i da je smer aj; bio dobro
pretpostavljen. Sa slike je DP,=BC’=BCcos3 0’ pa ¢e ubrzanje tacke D imati intenzitet:

ar =DPa\la);1 +€22 =0173-¢, =10m/ s> ,1 gradi sa pravcem DP, ugao a=9¢.

ZADATAK 2.17. (ravna ploca): Pravougaonik ABCD krece se u ravni. Ubrzanje temena A
upravno je na stranicu AB, sa intenzitetom a,=10cm/s’. Ubrzanje temena D ima pravac dijagonale
DB a intenzitet aj =20+/5cm/s’.Odrediti ubrzanja temena C ako su duzine AD=BC=I10cm,
AB=CD=20cm.

\Y . Resenje: Prvo se odreduju ugaona brzina i ugaono
Ad, B ubrzanje pravougaonika (smerovi za ® 1 & nisu
o ﬁ B unapred zadati, pa se biraju slobodno). Zato piSemo:
P . -
a ap =ay +aSN+agT,
A € @ pa jednacinu projektujemo na ose Dxy i dobijamo:
Aapy - T
ap ac ap,cosf=aj,,
a /4]

B\ a,sinff=a,+ap,.
2A
D apr C X Ppostoje DB=V102 +20% = 10J3cm, sledi:
sin #=10/10+/5 =+/5/5; cos 8 =2/5/5.
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cm cm
ap, =2045-245/5 =40S—2,agN - 20@-6/5—10:10?;

A

A
agrzAD-e:e:aﬂ:4g;agN:AD.a)2:>a)2:aﬂ:l’ a)zlﬂ,
N AD s
&
PoloZaj Pa: tga:@:ﬂ:4:>a:75,960 , AP, = 94 :10\/ﬁ:2’4256m.
o 1 Jo e

Da bi smo odredili intenzitet ubrzanja tacke C potrebno je rastojanje CP,. Iz trougla CDP, sledi:

CP, =\|DP?> + DC*> —2-DP, - DC - cos(f8 + a) = 24,74cm. Paje a. = CP,\Jo* +&* =102
N

ZADATAK 2.18. (ravna ploca): Jednakostrani¢ni trougao stranice b krece
se u ravni. Vektor ubrzanja temena B gradi ugao od 30° u odnosu na pravac
stranice AB. Ubrzanje temena C ima pravac horizontale. Odrediti ubrzanje
temena A ako je dato:

m —m
g = 10—; a, =10v3—; b = 10m
s? 52

Resenje:
Prvo se odreduju ugaona brzina i ugaono ubrzanje (smerovi za « i £ nisu unapred zadati pa se biraju
proizvoljno), tako da vektorska jednacina ubrzanja za tacku C glasi (1):

Vektorska jednacina ubrzanja tacke C:  |a. = a, + a2, + aZ; ...

Normalna komponenta ubrzanja: a

Tangencijalna komponenta ubrzanja: a2. =T

Projektovanjem jednacine (1) na ose Cx i Cy dobija se:

x: ap = agcos30° + agy cos60° — alZrcos30°... (1)

y: 0= agsin30° — agysin60° — a2 sin30° ... (1)

Iz (1')i(1") jednagine dobija se:

s — \."E L1 \."'g — . —
()= 10V3 = 10—+ 100 - — 10s— = 53 = 50" — 55V3
0=10 L 10 S 10 = 5 =5wi3+5 1=w3
(1= 07 3 10" — EE:} =bwV3+he=1=wV3i+s=

e=1— w3

Kada se vratimo u jednacinu (1'), dobijamo ugaonu brzinu, a zatim i ugaono ubrzanje:
(1) = 5v3 =502 -5V3+50%/3V3

=_ 5 5 =_ 5 . V3rad?
Ugaona brzina: 10v3 =5 + 15w = 10v3 = 20w = |w —? 2

V3 — 3 1 1rad
e=1——3=1-=—Z=|e=2—
2 2 2 2 52

— Suprotan smer.

Ugaono ubrzanje:
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Polozaj trenutnog pola ubrzanja odreduje ugao:

|=]
tga: = - =
e

1
== z=307

\-'l

'E:\_

Posto je poznat pravac ubrzanja @i ag, trenutni pol ubrzanja nalazi se u preseku pravih koje sa
ubrzanjima a1 a; grade ugao od 30° - to je tactka P,, pa je rastojanje CP,:

!
cp,=—2t_ — 2 _[10/3n)
Vaw?* + &2 3,1
‘\4|1+1
Ubrzanje tacke A ima intenzitet:
— — 31
a, = AP,Jw* + e = (AB + BP,) - Jw* + &2 = (10+ 10) - I|Z+Z 2, = 200
g s?

2.6._OBRTANJE KRUTOG TELA OKO NEPOKRETNE TACKE

(SFERNO KRETANJE)

pd

Pri ovom kretanju jedna tacka (oslonac O) ostaje nepokretna u toku
kretanja, sve tacke se krecu po povrSinama sfera sa centrom O.

Npr: kretanje Cigre, kretanje koni¢nog zupcanika.

Uglovi kojima se moze opisati ovo kretanje (Ojlerovi uglovi) imaju
nazive: ugao sopstvene rotacije, ugao precesije 1 ugao nutacije,

njihove zavisnosti od vremena predstavljaju jednaCine kretanja pri
obrtanju tela oko nepokretne tacke.

Osa Of - trenutna osa obrtanja (oko koje se telo obrtanjem dovodi iz

jednog u drugi, susedni polozaj) je osa koja menja svoj polozaj u toku kretanja. Sferno kretanje se
sastoji od niza rotacija oko trenutnih osa obrtanja, koje prolaze kroz tacku O. Trenutna ugaona

brzina @ oko ose OC, je vektor usmeren duz trenutne ose obrtanja.

Tacka M rotira po kruznoj putanji pa je intenzitet brzine tacke M:
gde je & - rastojanje do trenutne ose rotacije, koje je sa slike

jednako h=rsina (o je ugao izmedu vektora @ i ¥, 7 - vektor
polozaja tacke). Dalje sledi izraz v=rw sina. koji predstavlja veli¢inu
vektorskog proizvoda @ i 7 .

Ojlerova formula za odredivanje brzine tacke pri sfernom kretanju

glasi [V=0XxF|

Vektor brzine v je upravan na ravan koju ¢ine vektori @ i
vrha ovog vektora vidi prevodenje vektora @ u vektor
matematickom smeru.

.
r,
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Smer vektora v je takav da se iz
najkra¢im putem, u pozitivnom





