Primer 5. Presa prikazana na slici sluzi za zatvaranje malih konzervi. Ako je veli€ina sile
P=250kN, odrediti veliCinu vertikalne sile (radnu silu) koja deluje na poklopac konzerve E i
reakciju u oslincu A. Tezinu elementa D zanemariti.

hp
> M, =0=-P(0,25c0515°+0,12c0s60°) + F -0.12cos40° =0
krak
F-0,12c0s40° = P(0,25c0s15°+ 0,12 cos60°)
0 F_ 250-030148
Foen 0,0919

Fyere = F - c0s20° = 770,55kN

=250-3,28 = 820kN

> X;=0= X4 =F-sin20°=820-0,342 = 280,44kN
DY =0=Y,+F-cos20°~P=0

Y4 =-520,55kN

Y4 =520,55%kN)

Ravnoteza sistema krutih tela
Veoma Cesto postoji potreba za medusobnim povezivanjem taCaka, taaka i tela, dva ili
viSe tela (konstrukcija = tela + veze). Jednostavna tela pomocu unutrasnjih veza mogu se spojiti u
nova sloZena tela: .
Stap — sprec¢ava translatorni pomak dva tela u pravcu Stapa, a
dopusta rotaciju i translaciju u drugom pravcu. Oduzima jedan
stepen slobode, tj. preuzima na sebe jednu unutradnju silu.
Zglob (nepomic¢ni) izmedu dva tela —dozvoljava
rotaciju, ali ne i translaciju dva tela. oduzima dva
stepena slobode, tj.

@@ preuzima na sebe

dve unutrasnje sile.

Kruta veza — oduzima tri stepena slobode odnosno
preuzima na sebe

tri stepena slobode.

Obi¢no imamo na
nekom telu kombinaciju unutrasnjih i spoljasnjih veza.
Kod veza (unutrasnjih i spoljasnjih) treba paziti na
njihov raspored da ne bi doslo do mehanizma
(geometrijski promenljiv sistem).

Staticki sistem, sastavljen od tri tela, je vezan za
nepomi¢nu okolinu u tackama A,C i E (spoljasnje
veze). Medusobno su figure vezane cilindri¢nim
zglobovima u tatkama B i D koje se nazivaju
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unutrasnje veze. U unutradnjim vezama reakcije se pojavljuju u parovima prema principu
jednakosti akcije i reakcije. Ako se Zele odrediti samo spoljadnje reakcije sistem smatramo jednom
figurom i postavimo 3 uslova ravnoteze a imamo 5 nepoznatih jo$ 2 jednacine postavljaju se na
osnovu €injenice da cilindri€ni zglobovi ne mogu preneti momente.

Za svako telo se postave po 3 uslova ravnoteze = 9 nepoznatih veli€ina.

unutrasnja veza

- "‘—{'-I-'" -

D1 D2

spoljasnje veze

Unutrasnje veze — veze kojima se jednostavna tela medusobno spajaju
u sistem tela
Spoljasnje veze - veze tela sa podlogom

Primer1. Prava homogena prizma tezine G sa osnovom u obliku
jednakostranog trougla stranice a oslanja se ivicom C o glatki vertikalni zid a
stranom AB o glatki Stap zanemarljive tezine i duzine 3a koji je u tacki D
zglobno vezan za zid. U tacki E Stap je horizontalnim neistegljivim uZetom

zanemarljive teZine vezan za vertikalni zid. Odrediti silu S u uZetu, reakcije

zgloba D i pritisak ]VC prizme na zid.

Resenje:
cos30° =L:>x:3—a
a3 4
2
Prizma:

N
ctg30° = FC — N, = Gctg30° =G+/3

sin 30° =%:>N=.L3OO=2G
Sm
Stap DE:

1Y X, =0=X,-S+N'c0s30° =0= X, =

i=1

23Y,=0=Y,-N'sin30°=0=>Y,=G
i=1

3. M5 =0=5-3a-cos30° —N'-[m%“j:o: S=¥G
i=1
Primer2. Odrediti reakcije ukljeStenja A prese ako na kraju E pravougaone poluge CDE

deluje sila poznata sila F koja je upravna na pravac DE. Poznate su duzineCD = DH =1 i

DE =4I iugao a=30". Ostale dimenzije su prikazane na slici. Veze u tatkama C, D i H su
zglobne.
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2L
B
Al
o000 0000000000
Poluga CDE

1D X; =0=-Xc+Ssina+Fsina=0= Xc=2.8F
2 Y;=0= Yo +Scosa—Fcosa=0= Yo =3.13F
3.2Mc =0= —F-DE +Scosa--CD sina + S sina--CD cosa. =0=> S =4.6F

Y3
Stap NH QH
1) X; =0= Ny —Ny—Ssina=0= Ny =2.3F |+
25 ¥, =0=N-Scosa=0=N=4F ar |
33 My =0= Ssina--2l— Ny -1=0=> Ny = 4.6F NI

Okuvir prese ABC
1) X; =0=>-X,+Xc—Ny +Ny=0=X,4=05F B | = C3
T y
2) Y =0=-Y +Yc=0=Y,=3.13F : b
33 My =0= My~Ny-2l+Ny -3 +Yc-21- Xc(41+ 2l cosa)=0= & .
= M, =0.8FI -
o <,
M S
GE=
IR

Primer_3: Sila koja deluje na polugu AO, nozne prese, koja se obr¢e oko ose o, je 200N. U
= (% - \- posmatranom polozaju prese poluga BC je upravna na OB i polovi
K

ugao <ECD, pri ¢emu jea =arctg0.2 i duzine poluga OA =1m,

OB =0.04m, AA =0.6m . Trenje izmedu klizaca i vodice zanemairiti i
smatrati da je u prikazanom poloZaju sistem u ravnoteZi. Potrebno je
odrediti veli€inu sile koja deformiSe radni predmet K.

g | -‘M
N 1300
| K o | —
| LLF
A 3
I
R - . ﬂ‘\ -
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ReSenje:

Obzirom da je re¢ o sistemu krutih tela, zadatak ¢emo resiti rastavljanjem na sastavne elemente a

uticaj odstranjenih elemenata na posmatrane zameniti silama. - Yo

Na polugu AB sistema deluje proizvoljni sistem sila u ravni pa su jednacine ._*_717
0,04

ravnoteze:
1. X,=0=X,-5 - Fsin30"=0

2. Y, =0=7Y,-Fcos30° =0

3. ) M =0=5,-0.04- Fcos30°-0.6- Fsin30° - 1=0= S, ~5.1kN

Iz jednacina 1 i 2 mozemo odrediti Xo i Yo, Sto se u zadatku nije trazilo.
Za odredivanje sila u Stapovima CD i CE posmatraéemo ravnotezu zgloba C u kome se
sucCeljavaju kruti laki Stapovi (2 jednacine):

/S
5.3 X,=0=S; - S,sincr—S;siner =0 VA
o/

6.22’[=O:>S;1cosa—S3cosa=O:>S3 =S,

1 -30;}

S5 N\ _S2
5':>S3=2si;a=26kN=S‘1’ S; =8, | g"."

Na kliza¢ E deluje suceljni sistem sila (]V,Qi S:) pa su jednacine ravnoteze:

7. X,=0=S:sina—N=0= N =5.1kN

8. Y Y, =0=S;cosa-Q0=0=>Q=S,cosa=255kN- sila kojom se
deformiSe radni predmet.

Stabilnost ravnoteze
Kod pomicnih dizalica interensantna je stabilnost konstrukcije na prevrtanje jer veze ovakvih

konstrukcija obi¢no nisu dvostrane. Protivieg nadomesten je silom P koja ima promenljiv krak x ,
u odnosu na koordinatni poletak. TeZina tereta i pomiénog dela uredaja koji sluzi za podizanje
tereta oznaceni su silom Q koja ima promenljiv krak i veli¢inu. Ostale delove dizalice nadomesta

sila G koja ima stalan pravac delovanja i stalnu veli€inu. Da bi dizalica mogla raditi moraju biti

zadovoljena dva uslova: Ay
1. ) Y, =0 (uvek zadovoljen)
2. ZMA,B =0 I FH |
Ako 2. uslov nije zadovolien dizalica ée se prevrmuti. A (e

Of

Prvenstveno treba kontrolisati mogucnost prevrtanja oko tacke B. U P}
tom sluc€aju se:

Mp = Q(xQ —xB) - naziva momentom prevrtanja

M, =G(xz —xg )+ P(xz +xp) - momentom stabilnosti.

Reakcija u tacki A jednaka je nuli jer ustvari posmatramo VG
dizalicu kada je ona zarotirala za beskonacno mali ugao te je toCak A
izgubio kontakt sa nepomi¢nom podlogom.

Sada se mogu definisati tri stanja dizalice.

M- M, -dizalica je stabilna

W

B>

B
{!,{J/\../]-/_" ravd

=,

My <M, -dizalica ¢e se prevmuti

My =M, -stanje dizalice je granicno.
Povecanjem kraka protivtega u odnosu na tacku B povecava se veliCina momenta stabilnosti M
pa se moze dizati teret veCe tezine i na veCem kraku. VeliCina protivtega i njegovo pomicanje ne
smeju rezultirati momentom takve veli€ine da izazovu prevrtanje dizalice oko tacke A.
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Primer 1. Pokretna dizalica (sl. 1) tezine G =200 kN,
ima dohvat / = 5m i rastojanje izmedu toCkova AB = a
=4m. TeZina dizalice se nalazi na vertikali koja prolazi Yo
kroz sredinu duzi AB. Tezina protivtega, koji i oblik

kocke ivice b = 2m, iznosi P =50 kN. Odrediti:
a) najvecu teZinu Qnx tereta, koji moze dizalica da A ‘Fl Yo
podigne, a da pri tome ne dode do preturanja oko 77777 7 7
tacke A, 1 a b

0) pritisak to¢kova na podlogu ako je u radnim

uslovima Q =700kN .

ReSenje:
U grani¢énom polozaju ravnoteze to€ak B se odvaja od podloge (reakcija Fg=0) i celokupni pritisak
se prenosi preko toka A. Qnmax 0dredi¢emo iz uslova jednakosti momenta stabilnosti i momenta
prevrtanja.

G P _ 3 g On
M, +M,=M;

a b
G-+P —+a|= -l
o).,
Zamenom vrednosti i izraCunavanjem dobija se maksimalna veli€ina tereta:
0... =130kN
Ako je veliina tereta O < Q___pritisak toCkova na podlogu rauna se modeliranjem dizalice

max
gredom sa prepustima.

i [

Sm 4m ~_ 2m

Posto je re€ o paralelnom sistemu sila napisacemo dve jednacine ravnoteze:

5
1.)Y,=0=>F,+F,-0-G-P=0= F, +F, =350kN

i=1

5 -
2. Y My =0=0(l+a)-F, -a+G-%—P§:0
i=1

Zamenom vrednosti i izraunavanjem iz jednacine 2. = F, =312.5kN 1. = F, =37.5kN
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TEZISTE HOMOGENIH LINIJA, POVRSINA | TELA

Neka na kruto telo deluje sistem paralelnih i jednako umerenih sila: 17“l 17“2 ...... F u
tatkama A, A,...... A, Cije su koordinate: (X1,y1Z1): (X2, Y2, Z2):  (Xn Yn2Zn). Ovaj sistem se moze
svesti na rezultantu 17“R usmerenu u stranu u koju su usmerene njene komponente a veli€ina te
rezultante:

Fp = ZFz

Napadna tacka ove rezultante naziva se srediste sistema paralelnih sila C. Pri obrtanju svih
komponentnih paralelnih sila oko njihovih napadnih taCaka za isti ugao i u istu stranu i rezultanta
se obrne oko centra za isti ugao i u istu stranu. To
je fiksna tacka. Primenom Varinjonove teoreme za
zaokrenuti sistem sila odreduju se koordinate
sredista sistema.

S Fx

x(’, ==

F

R
2F, 2 Fz,
Y= S :

’ Zc =
R FR

Model tela za odredivanje poloZaja njegovog
teziSta formira se podelom tela na delove: Kkoji
moraju biti homogeni (raspored mase jednolik) a
oblik im mora biti takav da je poznata napadna tatka njegove teZine. Telo moZzemo zameniti sa
sistemom sila. Za opisani model moguce je odrediti rezultantu - to je ukupna teZina tela i njena
napadna tacka je teZiste tela.

/ G =Y AG,
i=1
Koordinate X., Y., z. teziSta krutog tela odredene su
formulama:
AG.x, D AGy, D AG,z,
x:i=l .y:i=1 .Z:i=l
C G C G C G
0 TeziSte je geometrijska tacka i moZe da se nalazi izvan

Y konture datog tela. Kod homogenog tela:
AG,=)AV,, G=y-V
y - specifiCna teZina

Koordinate x, Y., Z. tezista C homogenog tela odreduju se prema formulama:

DAV, DAV, 2 AVz,
— _i=l ; — _i=l -z =42 )
c V yC V c V

Iz ovih izraza nestale su materijalne karakteristike ostala je samo geometrija tela teZista
homogenih tela poklapa se sa tezisStem geometrijskih tela. Nekim telima se kod odredivanja tezista
moze zanemariti jedna dimenzija i smatramo ih dvodimenzionalnim ili teSkim plo¢ama

(AV, =6 -AA, ) koordinate x., Y., z. teziSta C plo¢e male debljine odredene su formulama:

n
ZAAizi
_ i i . _ =l
xc - ’ yc ’ Zc -

A A A
U slu¢aju homogene ploce koja se nalazi u ravni xOy

i A4x, iAAiyi
C = = ; yC = = ; ZC = 0 -
A A

X

X

n

Z A4x, iAAiyi
) _ il

1

X
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S,=> Adx, -  statickimoment povrsine za osu y

Sx = ZAAiyi
i - statiCki moment povrsSine za osu x
Kada se telu mogu zanemariti dve dimenzije takva tela nazivamo teSke linije. Koordinate
tezista C homogene linije odreduju se formulama:

ALx, ZALiyi ZALiZi

x:z—l , :i=1 ;Z:i=1 .
C L yC L C L
U slu€aju kada kriva lezi u ravni xOy bicez. = 0
Kada nije moguce tela, ploce ili linije podeliti na homogene delove sa poznatim teziStem
statiCki momenti i teZzine odreduju se pomocu integrala
.[de jde J.ZdV J.di .[ydA
V

xCZVIW; yc:jd—V; ZC=VJ-7; XC=W; yCZAJ.W;
v v ) y y

n

'[ zdA .[ xdL '[ vdL .[ zdL
; =4 . L . y=L A
©ofaar 7 a7t fdar T fdr
A L L

Ako kruto telo ima ravan simetrije, onda teziSte C lezi u toj ravni (treba odrediti 2 koordinate
tezista). Ako telo ima dve teziSne ravni tada se teziSte nalazi na njihovoj presecnici i nepoznata
nam je samo njegova koordinata po presecnici.

Teziste tela koje ima tri teZziSne ravni a koje imaju samo jednu zajedni¢ku tacku nalazi se u
toj tacki. U ovom slu€aju poznate su nam sve tri koordinate teZista.

TeziSta osnovnih geometrijskih oblika, na koja se tela obi¢no dele ili su sastavljena od tih
delova, odreduju se pomocu izraza:

Teziste slozenih oblika

Pod slozenim oblikom podrazumevamo ili telo koje se moze podeliti na jednostavne
osnovne oblike ili skup jednostavnih oblika. Jednostavni oblici su uvek homogeni a slozeni je oblik
po pravilu heterogen. Za odredivanje polozaja teziSta slozenih oblika koriste se modificirani izrazi u
kojima je i oznaka i - tog jednostavnog oblika:

iGi'xi iGiyi iGiZi
T Yem T BE

>G, G, >G,

i i i

Veli¢ina G; jeste teZina i-tog osnovnog dela i ona je razli¢ito definisana, zavisno da li je taj

X

deo:

- prostorni G, =y, -V,

i J’“H@‘L %

y [N/m3]- zaprminska specifiéna teZina

- povrSinski G, =y; - 4, M
_yl

i [N/mz] - povr$insa specifiéna tezina

7" [N/m] - linijska specifiéna tezina
[[m
u izrazima V;, A i Li su zapremine, povrSine i duzine elemenata, a y,y’,y> - njihove

specificne tezine.
c) Dopunjavanje (metod negativnih tezina)
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Ako u slozenoj formi postoje rupe ili prekidi moze se proracun pojednostaviti ako se
spomenuti diskontinuiteti smatraju jednostavnim oblicima ali sa negativhim  zapreminama,
povrSinama ili linijjama (tezinama). Sile tezine dodatih tela imaju suprotan smer od smera teZine

punog tela pa se zato nazivaju negativne tezine.

Telo prikazano na slici dobijamo kada od celog
paralelopipeda oduzmemo Cetvrtinu valjka

G=G,-G, (Vle—Vz)

a koordinate tezista:
¥ _hx=rx o _Vn =Ny, . _hz-Vz,
A A A A

TeziSte homogenih linija

TeziSte homogenih povrsina

(@ Duz @ Trougao y
y o B xo=2ATXp A A= (a'b)2
A / Y= Yatys b X:_-=E-f;:
T e} - .
y( & 1}{{ y// % ),r{ J'II-
0 Xo X I=V(xe-xa) Hys-ya) Ly e a
@ Kruzni luk v = Rsina
y & = (a-
< X =1 Xc (d. b)/3
o \C \ = frad ye=h/3
0 o / X IU__’)[I]:' f]l % A= (atb)h/2
X i
o=[°]
® Krug y ® Kruzni isecak «.— 2R sina
I AT g o
x X ye=0 o = [rad]
k_/ I=2Rn A=Ra
@ Polukrug Y @ Krug 4
\I Xc= % A %o =0
R C] x ye=0 X ye=10
0 -
/ I=Rn A=Rn
~
Cetvrt kruga Polukrug ¥
g g
v SR Xc=4R/3n
J K= ——
R I coom ye=0
o’ 2 .
T « v 4 A=Rn2
0 xc] 1=Rn/2
Xc=4R/3n
yc=4R/3n
A=Rn/4

Papus -Guldinove teoreme

Ako se kriva MN duzine L, zarotira za ugao ¢ oko ose y koja leZi u njenoj ravni nastaje

rotaciona povrs. Povrsina ove povrsi moze se izraCunati na sledeéi nacin:
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dA =xp-dL A= g xdL
L

YA lzraz jxa’L predstavlja staticki moment linije MN
L

za osu y koji je jednak: x.L = J.de
L

Cela obrtna povrSina nastaje obrtanjem za pun ugao ¢ =27 pa
veli¢ini te povrsine je jednaka: 4 =2mx.L, ¢ -ugao rotacije

Matematicki zapis | Papus Guldinovog pravila: A=x.-¢-L
PovrsSina rotacione povrsi, nastale rotacijom krive linije MN jednaka je proizvodu duzine te
linije i puta koga teziste linije opiSe prilikom obrtanja. (Prvo Papus-Guldinovo pravilo).
Zarotiramo li ravnu figuru MNOP povrSine A za ugao ¢ oko ose y koja leZi u njenoj ravni
nastaje rotaciono telo.
Zapremina ovog tela moZe se odrediti na sledeéi nacin:

N 2
y1 av =x-LodL=V = p[*-dL
2 )

N 2
Izraz I %dL predstavlja staticki momenat povrSine MNOP za osu
M

1
x- A= |—x-xdL
Y X £2

P X M ¥ Zamenom ovih izraza u pocetni dobija se :

V=x.-¢-A - matematiCki zapis Il Papus - Guldinove
teoreme. Zapremina rotacionog tela koje nastaje obrtanjem ravne povrSine oko ose jednaka je
proizvodu veli€ine te povrSine i puta koje teziSte povrSine opiSe prilikom obrtanja (rotacije).

Cela obrtna zapremina (za ¢ =27z ) Ce iznositi:

V =2m.A
Teziste linija (kontura)
-" Xc C.C,,C,,C,,C,-Teziste svakog dela konture
/‘: l,,1,,1,,1,,l,- Duzina svakog dela konture
i C Ls X,,X,,X;,X,,Xs - PoloZaj teZista po x osi [mm]
C G VisV2rV3»Vss Vs - PolOZaj tezista po y osi [mm)]
}"2 L. l
ol Polozaj tezista cele konture:
1 Cs Cs ’(h ¥ J Zl.x.
Vs Ty 1571 Xe = d l,i=1,5 —>
| 2
X2 = Xs _ Lx, +1,x, +Lx, +1,x, +1x, (mm]
X ¢ L+1,+1 +1, +1,
X3

Ly,
yc:ZZ::l. )

i=15 —

y, = Ly +Ly, +Ly, +1,y, +1y, [mm]
¢ L+1,+1,+1, +1,
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Izracunavanje polozaja teZista linije (konture) ima veliki znacaj u praksi:

— Za izraCunavanje (pozicioniranje) polozaja obratka na presi za prosecanje i probijanje
delova od lima. Pravac dejstva sile (F) na presi mora biti podeSen da prolazi kroz teZiSte konture
(C) radi osiguranja od ostecéenja.

. — ZaizraCunavanje razvijene
\ povrsine (rondele precnika D) koja
= = odgovara sloZenoj povrsini koja nastaje
P e e obrtanje (rotacijom) konture oko jedne
g
;o] Ll ! r. od osa (x,y).
f”\\‘,L’:: = La” \
~ v . . .
Y — - — 4 N U ovom slucaju se koristi: Prva Papus-
\Q = 4 ) Guldenova teorema:
| .ti /;
/ ~

-——

za rotaciju oko ose (y): P = 27:21,. Xe = Zﬁ-L-xC[mm] , P=2r-L-x.= D*r/4

D=,8-L-x. [mm]- precnik rondele

za rotaciju oko ose (X): P=27z-Y [;-y. =2z-L-y, [mmz] , P=2zx-L-y.=D’x/4

D=\8-L-y. [mm] - preCnik rondele

Primer1. Odrediti koordinate teziSta date geometrijske slike racunskim putem. Primenom druge
Guldinove teoreme odrediti veli€inu zapremine tela koje nastaje obrtanjem date povrSine oko ose
Ox.

AY
R /[
Wil crreer
R__| S
Y AY ¥ AY
C;z/ Y
Ci
— - __/ - >q-
o~ gt
5 = /
> > Lo >'?, /03 >
X x1 X __X_é X X:X4 X
R
A (cm? xi(cm) yi(cm) Aixi(cm?®) Ayi(cm?®)
1. | 4R? 4R? R R R R 4R3 4R3
2. | -Rn/4 | -0.78R? | 4R/(3n) | 0.42R | 2R-4R/(3n) | 1.58R -0.33R® -1.23R?
3. | -R%2 | -0.5R? | 2R-R/3 | 1.67R R/3 0.33R -0.83R® -0.16R3
4. | -R¥2 | -0.5R?> | 2R-R/3 | 1.67R R+2R/3 1.67R -0.83R? -0.83R?
> A=2.22R? 1.91R® 1.78R?
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2. A% _191R°

PP — ~ 0.86R(cm)
‘ 2.22R?
4 2
4
;Afy " 1.78R°
V.= Zn: = TE ~ 0.8R(cm)
4 :

i=l1

Zapremina tela koje nastaje obrtanjem povrsine oko ose Ox:
V=2r-y -A=2-3.14-0.8R-222R* =11.1R’

Graficko odredivanje tezista

TeziSte je taCka kroz koju prolazi rezultanta sistema paralelnih sila.

Kod grafi¢kog odredivanja polozaja tezista koristi se Cinjenica da srediste sistema vezanih
paralelnih sila ne zavisi od ugla kojeg pravci delovanja zaklapaju sa nekom referentnom osom.
Postupak grafickog odredivanja opisace se za ravnu figuru:

1. Zadato telo podelimo na konacan broj delova Cije teZine (povrsine) i teziSta znamo odrediti.

2. KonstruiSemo poligon sila (povrsina) i odredimo ukupnu tezinu (povrsinu ) tela

3. Pomodéu veriznog poligona odredimo pravac delovanja rezultante na planu poloZaja na
ovom se pravcu nalazi teziste figure

4. Zaokrenemo pravce delovanja svih sila (povrSina) na planu polozaja u njihovim
napadnim tackama za isti ugao (obi¢no 90°)

5. KonstruiSemo poligon sila za zaokrenuti sistem sila (povrsina) i pomocu veriznog
poligona odredimo pravac delovanja rezultante na planu poloZaja

6. Teziste figure nalazi se u preseku pravaca delovanja rezultanti.

+l -’l -’I
Fi —— Fs
I
i (A7) Fr U e
|
_______ ___4: r
y \
‘ ‘ i - 2
, | (Az) Fzy 3 b
] |
4 Fi=y - A
(As) Fa
Y
\< 7
A
= AN
Teziste je tacka kroz koju prolazi rezultanta sistema paralelnih sila
Plan polozaja Plan sila

PoloZaj teZi$ta izradunava se: x. =0C'-U,, y.=0C"-U,

OC' i OC"-izmerene duzine sa crteza, U, - izabrana razmera za duzinu
L
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GRAFOSTATIKA

Vrste nosaca

Kruto telo koje prenosi opterecenja, koja mu saopstavaju tela koja su sa njim u kontaktu, na
oslonce naziva se nosacem.

Nosaci mogu biti ravni i prostorni (ploca i sva optereéenja u ravni plo¢e). Ako osa
nosaca i opterecenja leze u jednoj ravni, nosac je ravan. Opterecenja prostornih nosaca imaju
proizvoljan pravac u prostoru. U ovom poglavlju ograni¢icemo se samo na ravne nosace i zvacemo
ih prosto nosacdi. Ako se nosac sastoji samo iz jednog krutog tela onda je on prost, u suprotnom je
slozen. Dalje, nosaci mogu biti:

- gredni (puni nosaci-grede)

- reSetkasti (reSetke)

- okvirni (ramovi-okviri)

Puni nosadi koriste se:

- za premos¢ivanje raspona

- za osiguranje forme zgrada

- kao elementi razlicitih konstrukcija, mehanizama, dizalica i sl.

U stvarnosti-puni nosaci imaju uvek tri dimenzije od kojih su dve(dimenzije popre¢nog
preseka), skoro uvek mnogo manje od treée. Zato se dimenzije poprecnog preseka obic¢no
zanemaruju a nosa¢ zamiSljamo kao liniju koja prolazi kroz teziSta njegovih poprec¢nih preseka.
Ovo je teZidna linija ili osa nosaca.

Greda je ravni i pravolinijski nosa¢ koji ima potrebna lezajna pri€vrScenja a moze nositi bilo
koje opterecenje. S obzirom na raspored i vrstu veza sa okolinom razlikujemo:

- prostu (jednostavnu) gredu

- gredu sa prepustima

- konzolu

- Gerberova greda ( je staticki odreden sistem zglobovima povezanih greda)

r q(z) O
A ?B\\ —F Y B %) prostagreda

£, T
-Fr‘ .:{ .
i) \ﬂ” B greda sa prepustima
%A LS EN
o a0 /T
AN 111118 / konzola
A L/
e
F Gerberova greda predstavlja nosa¢ sastavljen iz viSe
q(z) g p J ]
7 n_ﬂ'mﬂ’ nosata greda konzola) povezanih gerberovim
Z VANEECVAN zglobovima.
reora T . v . . e v
Ovi nosadci su oslonjeni na 2 ili viSe oslonaca.
B Okvirni nosaci (ramovi) se sastoje od pravolinijskih
C delova. Na slici su prikazana 2 karakteristiCna

slu€aja. Prvi ram je pravougli jer se njegova teziSna
linija u tatkama B i C

lomi pod pravim uglom. Kod drugog rama
pravolinijski delovi lome se pod uglovima razli€itim
od pravog.

Fi T ReSetka je kruta konstrukcija sastavljena od pravih

- Stapova, koji su na svojim Kkrajevima spojeni
zglobovima. Ako svi Stapovi reSetke leze u jednoj
ravni reSetka je ravna, u suprotnom je prostorna.

85 l* 7.
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Vrsta optereéenja na nosacu

-koncentrisano opterecenje koncentrisano  eksentricno
-kontinualno opterecenje E F

(konstantnog intenziteta kao na slici ili
promenljivog intenziteta duz raspona

nosaca) 4 3
’-eklscentlcno ili posredno F=10kN
opterecenje M=F+1=10kNm

F, =q+/=10+2=20kN

Osnovne staticke veliCine u popreénom preseku nosaca
(Unutra$nje sile i momenti)

Analiziraéemo ravnotezu proste grede koja optereéena prema prikazu na slici. Oslobodimo

gredu veza a uticaj veza zamenimo silama. Greda se nalazi u ravnotezi pod dejstvom sile F' i ovih
reakcija. Navedene sile: aktivne i reakcije veza nazivamo spoljasnjim silama. Ako gredu
presecemo u tacki C (preseku p-p) delovi grede AC i CB nece viSe biti u ravnotezi. Ako desni deo
odvojimo za ravnoteZu levog dela grede moraju se uzeti unutradnje sile u popreénom preseku,
kojima deli¢i odvojenog desnog dela deluju na deli¢e levog dela grede. 1z uslova ravnoteze delova
grede odreduju se veli€ine sila Fr(C) i F4(C) koje spreCavaju kretanje u pravcu ose i upravno na
osu grede. Sile Fr i F, ne spre€avaju i rotaciju oko ose x (upravne na ravan zy). Dakle, u preseku
C mora delovati i spreg momenta M suprotnog smera i jednak po veli€ini momentu sila koje
deluju na posmatrani deo grede. Za Fy, F, i M dobijaju se iste brojne vrednosti bez obzira
y - posmatra li se ravnoteza levog dela AC ili desnog
AT é B CB ali su im smerovi suprotni - princip jednakosti
74;} N akcije i reakcije. Napravimo li presek grede u nekoj

- 77 drugoj tacki naci ¢emo iz uslova ravnoteze delova

a b grede druge vrednosti za unutrasnje sile i moment.

% - Transferzalna sila (poprecna)
(04

NN

uravnotezuje komponente spoljadnjeg opterecenja

A Ciji su pravci delovanja upravni na osu grede ( ||

Fa osi y).
- Aksijalna sila (uzduzna) uravnotezuje
komponente spoljadnjeg optereéenja koje su

paralelne ili leZze na osi grede (osa z).

- Moment savijanja drzi ravnotezu
momentima spoljasnjeg optereéenja, a veliina mu
se odreduje iz uslova ravnoteze ili levog ili desnog
dela grede. Da bi se dobio isti znak pojedinih
statiCkih veli¢ina pri radunanju sa leve ili desne
strane treba se pridrzavati konvencije o znacima -
koja se koristi za crtanje statiCkih dijagrama u

Fa

vecini literature.

Konvencije predznaka unutrasnjih veli¢ina

Leva strana preseka Desna strana preseka

FTTGBW@ i’)@m @1& .

AP

=
o

p
Prema veli€inama unutradnjih sila i momenata odreduju se dimenzije popreénih preseka i

to prema najvecim veliCinama. Zato treba odrediti presek u kojem se pojavljuju najvece veli€ine
unutrasdnjih sila i momenata. Ovaj zadatak se reSava odredivanjem dijagrama Fr, Fo i M
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Dijagrami se crtaju analitickim putem za sve tipove nosaca i opterecenja -

odrede se veli¢ine Fr,

F. i M¢ za dovoljan broj preseka tako da se moZe nacrtati dijagram.

Grede - odredivanje unutrasnjih sila i momenata savijanja

-
F

a)

b)

c)

d)

e)

-4

Fa

=Fa

ath

- b

].

0

0

o
~

3

|-

|-

E=

ab

=

- Proste grede:
- Prosta greda optere¢ena koncentrisanom silom
Posmatrajmo prostu gredu optereenu sa
koncentrisanom silom F upravno na osu grede. Na slici
je prikazana ova greda oslobodena veza sa okolinom
koje su nadomestene reakcijama. Veli€ine ovih reakcija
odredene su iz uslova ravnoteZe i iznose:
_Fb _F-a
“a+b T " a+b
Prikaz grede na slici b) je osnova za odredivanje
unutrasnjih sila i momenata savijanja. Treba istaknuti da
smer reakcija veza mora na ovom prikazu biti onakav
kakav ustvari jeste za razliku od proizvoljno odabranog u
fazi odredivanja reakcija.
Presecemo li gredu u tacki C, udaljenoj za z. od
leZaja A, trebamo u tom preseku ucrtati veli€ine Fy, F, i
M koje uravnotezavaju deo grede AC. Presek C
predstavlja bilo koji presek izmedu leZaja A i preseka D.
Ocigledno je Fac = 0. Za odredivanje transferzalne sile
u preseku C posmatra se ravnoteza do preseka na levo,
jer na ovom delu nosaca deluje maniji broj sila ( samo
Fa). Izraz za transferzalnu silu u preseku z. iznosi:

F-b
F.=F =
e )
Vidi se da ova sila ne zavisi od polozaja preseka C
(rastojanja z;), Sto znaci da sila ima konstantnu vrednost
na duzini a. Dijagram sile je paralelna linija sa

apscisom. Za izraCunavanje transferzalne sile za desni deo grede, greda se preseca u preseku E

na udaljenosti zg od tacke B. U ovom slu€aju se posmatra ravnoteza desnog dela grede, na koji
F-a
a+b
izraz takode ne zavisi od polozaja preseka E (rastojanja zg') i ima konstantnu vrednost na duzini b.
Posmatrajuci levi deo grede od preseka E rezultat bi bio identican: F,,=F,-F=-F,. Iz
dijagrama za Ft se vidi skok na mestu delovanja sile F, veli€¢ina skoka jednaka je intenzitetu sile F.
Moment savijanja u preseku C jednak je sumi momenata svih vertikalnih sila, koje deluju

levo od preseka i iznosi:

deluje samo sila Fg. Izraz za transferzalnu silu u preseku zg iznosi: F, =—F, = . Ovaj

Fb

M.=F, -z, =——-z..

Relacija izrazava zakon promene momenta u prvom polju grede (Oﬁzcéa), koji je

linearan. Za rastojanja z > a, na levi deo grede deluju dve sile (Fa i F) pa gornja relacija ne vazi.
Posto se Mc menja linearno dovoljno je uzeti dve vrednosti:
M (z.=0)=M (A)=0

F-a-b
M \z.=a)=
s( C ) a+b
Za desni deo grede jednacina promene momenta savijanja ima oblik:

F
M(E)=F, -z, =—2.z_-jednaina prave,
a+b

- 8to je vrednost momenta savijanja u tacki gde deluje sila F.

Mylz, =0)=M(B)=0
:F-a-b

. - 8to je vrednost momenta savijanja na mestu dejstva sile.
a+

MS(ZE, zb)
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Vidi se da moment savijanja u svim presecima ima pozitivne vrednosti pa se crta ispod
apscise, kako je na slici pokazano. Maksimalna vrednost momenta savijanja je u tacki delovanja
sile F i ima vrednost:

_F-a-b

a+b

max

Prosta greda opterec¢ena kontinualnim optereéenjem konstantnog intenziteta
U slu€aju kada je prosta greda optereCena konstantnim kontinualnim optereCenjem ¢ njene

N ql
A HHHHHHHHHHHHHHH%*B reakcije veza suF, = F} =5
zZ
' L T Prese¢no li gredu u tatki C (0<x. <!/) uslovi
a1 ravnoteze dela AC glase:
IR R Y F.=0
A
Fi Fa Fi=q-zc = =0
12 z z,
%'q-z« M —MC+FA-ZC—q-zC-?=O
i Za izraCunavanje momenta dela kontinualnog
. L opterecéenja koji deluje na deo AC zamenjeno je ovo
’ Ve ® opterecenje koncentrisanom silom veliCine ¢-z. a
o TW koja deluje na polovini duzine z.
oY) |
! 0
0 i ] 1 F.=0
| Sl
* __________ F_ = L— z
@ rc =4 5 e
0 0 1
g Mc:EQ(Zc'l_ZZ‘)
P "‘g‘\'w Ovi izrazi odreduju unutrasnje sile Fr i Ms za bilo koji

presek grede ako z, ima vrednosti od 0 do |. F; se
menja linearno po duzini grede i ima tri karakteristicne vrednosti za:

zC=0—>FT=q?l

zczé—>FT=0

ql
ZC = l —> FT = —?
Veli¢ina: M zavisi od polozaja preseka i ima 3 karakteristicne vrednosti
ze=0->M_.=0
2
Zc =é—>MC =Mmax =£
Ze=l—>M.=0
U preseku u kome je Fr = 0, Ms ima najvecu vrednost .

Prosta greda optere¢ena kontinualnim optereéenjem Eiji se intenzitet menja linearno
po duzini raspona

Specificno optereé¢enje g =0 nad osloncem A a ima najveéu vrednost nad osloncem B. Za
odredivanje reakcije veza zamenjujemo ovo kontinualno opterecenje koncentrisanom silom

F, :q?l koja deluje na udaljenosti //3 od oslonca B (u tezistu trougla kontinualnog opterecenja).

Veli¢ine reakcija veza iznose:
ql q!
F,=—,;, F,=-—.
16 b3
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PreseCemo gredu u tacki C uslovi ravnoteze za
deo AC grede su:
F.=0

a

dcZc

-F

C

+F, =0

qcz. 1
F,z. - ZC-EZC—AL;=0
VeliCina ¢q. odreduje se iz proporcije

V4
4_2c Gc =9
[z [
Unutrasnje sile(F,, Fr i M) u preseku C (bilo koji
presek grede od 0 do I: 0<z. </)iznose:

F.=0

C

_aql(1_z
213 2

M qlz (ZC Zz‘j
cT |57 T 1

6\ 1 P
Karakteristi¢ne veli¢ine za F1 i M; :
2. =0= F,, =%I=FA iM.=0
) _q’\3

=>F.=0iM.=M_,

Z,=—F=
NG

zC:I:FTC:—%I:—FB i M. =0

27

Prosta greda opterec¢ena ekscentricnom silom

_F... Uslovi ravnoteze:
Y . 1.2.2,=0=>-Z,+F=0
A B
/ 2 2 2.) Y, =0=>Y,+F;, =0
112 112
3.2 M,=0=F,-I-F-a=0
.-9=F-a
Z E Z,=F(«<); FB=F%(T); (FA=—F%j
~ |
V. 5
! £ =ro()
0 0 M,=0
% 1 ® |  Fal_ F
| ! a a
M(z=1/2-¢)=-Y, —=—"— —=—"—
fa=lfz-e) =Y, o=-mr o=
. 0@ M}’(z=l/2—g)=FB~£=&~£=&=M;(z=1/2+8)
Fa/2 2 22
M,=0
A
F F ®
0 0
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Objasnjenje dijagrama
Unutradnje sile u presecima predstavljaju ukupnu silu kojom u jednom preseku jedan deo
grede deluje na drugi tj. zamenjuju odbaceni deo grede na posmatrani (uravnotezuju deo grede
koji posmatramo). Unutrasnje sile raCunaju se u karakteristicnim presecima:
- gredu mozemo preseci bilo gde tj. gde god nam je potrebno
- unutrasnje veliCine mozemo racunati na oba dela i pokazati da reSenja moraju biti ista
- kada izraCunamo sve potrebne
veli¢ine moZemo crtati dijagrame.
Karakteristi¢ni preseci su:
- pocetak i kraj grede, promena pravca
grede
- pocetak [ kraj kontinualnog
opterecenja !
- ispred i iza delovanja koncentrisane r Ny
sile i koncentrisanog sprega o

lzmedu karakteristiCnin tacaka koristimo
diferencijalne odnose za crtanje dijagrama:
dM(Z)

dz
matematike je poznato ako neka funkcija ima prvi izvod jednak nuli za neku vrednost argumenta,
onda ta funkcija ima ekstremnu vrednost za tu vrednost argumenta. Ovo znaci da u preseku u
kome je transferzalna sila jednaka nuli momenat savijanja ima ekstremnu vrednost, u poljima gde

je Fr pozitivho momenat raste, a gde je Fr negativno momenat pada.
dFT(Z)

dz
ugla koji zaklapa tangenta na Fr-dijagramu sa osom z.
Dijagrami unutradnjih sila su graficki prikazi promena unutrasnjih sila uzduz elementa sistema.

Dijagram aksijalnih sila- F,

- uzduzna sila moze biti zateZzuca ili pritisna

- po konvenciji: zatezuéa sila je pozitivha (+) crtamo ih gore, a pritisna negativna (-)
crtamo ih dole

- na dijagram F, utiCu smo uzduzna optereéenja (u pravcu ose grede), pa je dijagram
aksijalnih sila potpuno nezavistan od dijagrama M Fr.

- koncentrisana sila duZ ose uzrokuje skok u F, dijagramu, a izmedu sila dijagram je
konstantan.

= Fy(,)- Transferzalna sila je jednaka izvodu napadnog momenta po apscisi z. Iz

= —q.) - VeliCina kontinualnog opterecenja jednaka je negativnoj vrednosti tangensa

Dijagram transferzalnih sila (F1) i momenata savijanja (Ms_ili M), (f- fleksija)
- Prema konvenciji pozitivne vrednosti transverzalnih sila nanosimo iznad nulte linije dijagrama F.
Na isti nacin pozitivhe vrednosti M; -dijagrama nanosimo ispod nulte linije.
Na dijagram transferzalnih sila uti€u popre¢na opterecéenja (P i g (upravna na osu grede)) .
Na dijagram momenata savijanja utic¢u popre¢na opterecenja i koncentrisani momenti (P, q i M)
- Skok u dijagramu transferzalnih (poprecnih) sila pojavljuje se samo na mestu delovanja
koncentrisane popreéne sile, izmedu je dijagram konstantan. Na tom mestu u dijagramu
momenata savijanja pojavljuje se ,Jom*, linearni pad ili rast dijagrama a u zavisnosti od veliCine sile
menja se nagib pravca (vec¢a sila strmiji pravac).

r Yo "

Fr Fr i

Sl P %
INESIIN

M M _.

q
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- Kontinualno opterecenje uzrokuje linearan pad ili rast poprene sile zavisno od smera
opterecenja
- Lom u dijagramu poprec¢nih sila pojavljuje se samo na mestu na kome se menja intenzitet
kontinualnog opterecenja. Kontinualno opterecenje upravno na osu grede — daje parabolu u M —
dijagramu, zavisno od veli€ine optere¢enja menja se karakteristika parabole.

U podrucju konstantnog vertikalnog

qQ Q@ kontinualnog opterecenja (q=const)
PERRNR N rny eavss T

Nl A

| h

o L

Skok u dijagramu momenata savijanja pojavljuje se samo na mestu gde deluje koncentrisani
moment, a izmedu sila dijagram je linearan ( nagib levo i desno od preseka je jednak)

M

=

Fy —
Fr
e ga

M, Mg
) - l ) A (
FT FT
M M
<L NE
B 25 \\\\
Mg N ]
* L _,_\\\
"'\___“\\ M o \\\\

Ocigledno je da su dijagrami Fri M medusobno zavisni.

Dijagrami:

M Fr
parabola linearan
linearan konstantan
konsrantan nema

PRIMERI q
A | I I I I [ I H’ B
. . . v . fo o
I;nrner 1'. Za gredu optere’zcepu ekscent.rlcnvom sﬂom = = 47-
i kontinualnim optereéenjem q, pri Cemu je: 7%; E 7
specificno optere¢enje q=4kN/m, F=4kN, potrebno
je: F
" .. Y
a) odrediti otpore oslonaca (reakcije Fa, Fg)
b) skicirati i kotirati dijagrame transferzalnih sila o 0.0m |25 o
c) skicirati i kotirati dijagrame momenata savijanja (Ms) sa svim ekstremnim vrednostima.

Otpori oslonaca: Zp =0
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L
2.3 M =0=—q-12-0,6-F-18-16+Yp-32=0= Yy -32=288+72+16— Vg =3,65kN
——
M
1= Fy+Yp =48+4 — F,=88-365 —F,=515kN

Momenti Savijanja: MS(A) =0 TMI — FA . 1,2 —4. 1,2 . 0,6 = 3,3kNm MS(B) =0

s(C)

+ +
TMé—g(D) =F4-1,8-4-12-1,2=3,51kNm TM§+€(D) = M£+€(D) +M =3,51+1,6=5,11kNm

Y q=4kN/m E AYB
F.0.4 = 9%
A

i [ J B  Xg
Fa 1.2m 0,6m 1.4m

5,15

B )
Fr e
® 1 0.35
U LLLLLIE L L L L LU Jn
4 %
3.65 3.65

21l

M= 5,11kNm

Primer 2. Nosa¢ ukupne duzine 5 m ukljesten je u tacki A. Potrebno je analitickim putem odrediti:

a) otpore oslonca A. q .
Skicirati i kotirati dijagrame: S z A

b) transferzalnih sila i

c) momenata savijanja i odrediti njegovu

maksimalnu vrednost T A B C
3m 2m

Fy=q-3=2-3=6kN

Otpori oslonaca:
2Y,=0= F,-F,+F=0

Fy=6-2=4kN

Froooa e ‘, dYMy4=0=-M, -6:15+10=0
., N|& M, =-9+10 = lkNm
0 * C? lO M 4 =1kNm
am | 2 Momenti savijanja:

) —
MS(Z=2m) —FA'2+MA_2'2'1

4 MS(Z=2m)=8+1_4=5kNm

5=Mmax
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Primer_3. Za kombinovano optereenu gredu sa prepustom prema slici, odrediti reakcije u
osloncimai nacrtati dijagrame transferzalnih sila i momenata savijanja, detaljnim ispitivanjem

svakog polja. Vrednosti pojedinih opterec¢enja su: F= 2kN, g=1kN/m i M=4kNm
ResSenje: Na posmatranu gredu deluje paralelni sistem sila. Pasivne sile (reakcije veza) Fo i Fg
odredi¢emo iz jednacina ravnoteze:

F,=q-1=1-6=6kN
1. Y,=0=>F,+F;=F+F,=F,+F; =8kN
2. YMy=0=> M—F,-6+F-4—F -1=0= F, =3kN

1. = F, =5kN y z

M
Proradun unutradnjih sila i momenata u A% Y O YLLCOON T TPLIT TN [ HT
pojedinim poljima grede (polje grede je %)( G \/ B ( . |D
deo grede gde nema nekih - ]
karakteristiénih promena optereéenja- 2m 4m 2m
koncentrisanih sila, spregova, 3
ekscentri¢nih opterecenja i sl.) AF % P
Koordinatom z definisa¢emo polozaj 1 ‘qm
preseka u nekom polju. —i(} 0
polie AC: 0<z, <2m W
F!(z,)=F, = 3kN = const - : d 3

i promons momena - — i /frﬁ‘mﬁ\
zakon promene momenta =0 : @ 0

M‘f(z1 =0)=—-4kNm;
l "M 2 | Mma\: 4kNm
M (z, =2m) = 2kNm . : 5
polie CB: 0<z, <4m il
Fl(z,)=Y,-F-q-z,=1-z, ) 0
2
M(z,)=— M+YA(2+22)—F'22 -q-z, -Z?2=2+z2 —%

FTl(zz,)=0:>l—zz, =0=2z, =lm
M!(z, :lm):2+l—%:2.5kNm

M!(z, = 4m) = M (B) = —2kNm
Polie BD: 0<z;<2m
F(z)=q-z;=1-2z
2
Md Z =—q-Z .i:_i
s( 3) q 3 2 2

zaz;=0=>F,=0i M =0-tackaD,aza z; =2m = F, =2kN i M, =-2kNm - tatka B
M (B) =M (B)
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Primer 4. Kontinualno-posredno opterec¢enje

Kamion - cisterna sa mazutom

— ,_i._l -t D|m] - pregnik cisterne
- \ 1,11, [m]
|:| i a,b,c [m]
1 G [N] - Tezina kamiona- cisterne
C @ G@ D P [kg / m3] -specifiéna teZina mazuta

Q ﬂ 7 Mazut u cisterni predstavlja kontinualno

opterecenje:
a

B b A | y
7, ﬁv ﬁv = I
1 1
7 :
Crraor s i i i !_ ﬁl

0 =m -g=(p, V) g=p, D*n/4)1 g [N]

0, =m, 'gz(pm ’Vz)'g:(pm ’D2”/4)'lz ‘g [N]
Uslovi ravnoteze:
DY, =0>-0+F, -0, +F; =0

DM, =0>Fs-b-G-1)=0y1,/2-0y-1,/2=0 —

Uslovi ravnoteze:

DY, =0>F.-F,—-F;,+F,=0

ZMC=0—>FD-(a+b+c)—FB-(a+b)—FA~a:0 _)Fc
D

lF_\ I-‘nl e Transferzalne sile:
]
F LN e
7711’7 FT(C):F ) FTI(E):FC7
Fe Fp F]{Er;) = FC _FA )
J E F]{(;):FC_FA’
Fo 1 8 l+e _
0 0 FT(F)_FC_FA_FB
FT(D) =F)
\ e Momenti savijanja:

0 0 MS(C):O’MS(E):FC.a
MM— My =Fp-c, Myp) =0
Zglobno sastavljene grede - Gerberove grede

Na primeru zglobno sastavljenih greda razmatracemo problematiku odredivanja reakcije
veza, unutrasnjih sila i momenata savijanja sistema punih nosaca. Pretpostavimo da trebamo
premostiti raspon od A do E ali tako da postoje oslonciu A, B, CiD.

a) A e gy e e
e~ £ B £ C £XD E
b) Aq & o o - T 1
4» G £5B £XC G £5D E
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Takva greda bila bi dva puta stati¢ki neodredena. Ali ako gredu prese¢emo u G4 i G,
i spojimo je sa cilindricnim zglobovima, ona ce:
- biti i dalje u ravnotezi
- kako zglobovi ne mogu preuzeti momente dobili smo dva dodatna uslova ravnoteze:

ZMGIZO; ZMGzzo

pomocu kojih mozemo odrediti dve prekobrojne nepoznate reakcije veza.
Dakle, Gerberova greda je statiCki odreden sistem zglobovima povezanih greda.

F
Primer1. Za Gerberovu gredu, zadatu i opterecenu ,4,/_14)| T |J.| 8 8 0
prema slici odrediti reakcije veza, popreéne sile i e G
momente savijanja. Dato je: F =2kN i g=1kN/m. Y, m m Fe om
Sistem sila koje deluju na posmatrani nosac
je paralelan pa imamo 2 staticka uslova ravnoteze, 4
za konstrukciju kao celinu nepoznatih imamo 3. 4§ ™ A 5

Treéu j-nu za dobijanje traZzenih otpora oslonaca 2 £ 5
dobijamo iz uslova da je moment savijanja u
Gerberu =0. W%

1.YY,=0=>Y,+F,—q-[-F=0=Y,=0

Z.ZMf=():>-MA—q-lé+FB-4—F-6=():> O
= My =2kNm
3 YME(F)=0=>Fp-2-F-4-q-4-2=0= (T)
= Fp =8kN Z 0 0
Moment savijanja u preseku z: M ZW
M(z)zMA—q'z-g

M(z=0)=2kNm
M(z=2)=M_ =0

Primer 2. Za dati Gerberov nosac, sa dva zgloba G, i G, ukljeSten krajem A i oslonjen u taCkama
B i C, analitickim putem odrediti otpore oslonaca i nacrtati statiCke dijagrame (M;, Fy i F.).
Opterecenje grede je: F, =2kN, F, = V2kN, q =1kN/m, M =1kNm .

Gerberova greda, oslobodena spoljasnjih veza u tatkama A, B i C ima 5 nepoznatih
reakcija veza: Xa, Ya, M,, Fg i Fc. Da bismo ih odredili potrebno nam je 5 jednacina, a
raspolazemo sa samo 3 uslova ravnoteze . Dva dopunska uslova ravnoteze daju nam 2 Gerberova
zgloba. Kada se ispisuje momentna jednacina za Gerberov zglob mozemo uzeti sumu momenata
od svih optereéenja sa leve ili desne strane zgloba. Preporuka je da se uzima sa one strane sa
koje imamo maniji broj nepoznatih reakcija veza i manji broj poznatih aktivnih opterecenja.

Jednacine ravnoteZe konzole:

5

1. ZZi=O:>—ZA+F2-7=O
i=1

V2

2.3, =0 Y+ Fy+ Fo=F=Fy-=-=q-4=0
i=1

3. ) Mg =0=>F.-2-q-2:1-M=0

NG

4.3 Mg :0:>FB-2—Fz-7-1—q-4-4+FC-6—M:0
5. My =0=>M,-Y,-2+F-1=0
Resavanjem jednagina dobija se: Z, =1kN(«), F.=15kN(T), F,=4.5kN(1), v, =1kn(T),
M, =0.
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@TL—\ F1 45“ ﬂ\!—j q @n
@fi) Yy . ’ IHHIHHIMHIHHIHE; 4R
A D G E B G, C F
g 7
YA %FB JFC
1 1 1 1 2 1
2.5
1 @J? 0.5
Fr 0 0 Ur, =1

lem

S5

é 0 UMf: 1kNm

lem

1kN

' l
|
|
) :
|
I
I

+ =1 (._ : =1 = |
hf 0 '
1

Transferzalne sile u karakteristi¢nim presecima:

Fl(z)=-Fc+q-z=-15+z;
Ff+é(z=0)=—1.5kN;
Fé(z=2m)=0.5kN;
Fé(z=4m)2.5kN
Fi(z)=0=z-15=0=z=15m

Okvirni nosaci

— 10 U=y
Momenti savijanja u karakteristicnim presecima

My =Y,-1=1kNm

Mg =Y, -2-F-1=0

My =Y,-3-F-2=~1kNm
My=Y,-4—F -3-Y,-1=-3kNm

2

Md(z)z—l\/l + F. -z—q-z-gz—%+l.52—l

2
Md(z:l.sm):—%us-l.s-l=0.125kNm

Primer 1. Za okvirni nosac¢ (ram) prema slici i za date brojne podatke: F =1kN i ¢=1kN/m.
a) odrediti analitickim putem reakcije ukljeStenja A i oslonca B,

b) nacrtati sve staticke dijagrame .
0,=q-2=2kN, Q,=q-4=4kN
Jednacine ravnoteze:

1.2.2,=0>-2,+0,-F+F+F=0=Z,=3kN

i=1
2 YM{=0=>F,-2+F-3-F-3-F-1+F-1=0=> F, =0

3.2V, =0=Y,-0,+F-F=0=7Y, =4kN
i=1

4.3YM;=0=>M,-Y,-2-Z,-4+0,-3-F-1+0,-2=0=> M, =TkNm
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Konzola AC:

F}(4)=2Z, =3kN
F(y)=2,-q-y=3-y
F}(y=1m)=2kN

FTl(y =2m)=1kN

M' =-M, =-TkNm

2

M'(y)=-M, +Z, -y—q-y%=—y7+3y

M,=-M,+Z,-3-0,-2=-2kN

M. =-M,+Z,-4-0Q,-3+F-1=0
Greda CD:
F/(C)=—q-2=-2kN

F/(C)=—q-2+Y, =2kN
F}(G)=-0,+Y,=0
M"™(C)=-q-2-1=-2kNm

M{# =-F-1=-1kNm

M3 =-F-1-F-1+F-3=1kNm
M} =-F-1+F-1+F-3-F-3=0

Sa dijagrama se moze zakljugiti sledece:

M'(y =1m)=—4.5kNm ,

Ml(y = 2m) =—3kNm

- Transferzalna sila na gredi AC u tacki C jednaka je skoku aksijalne sile na gredi CD u

istoj tacki C,

- Aksijalna sila na gredi AC u tacki C jednaka je skoku transferzalne sile na gredi CD u

istoj tacki C,

- Moment savijanja na gredi AC u tacki C jednak je skoku momenta savijanja na gredi

CD u istoj tacki C.

U slu€aju da je glavna greda bez prepusta onda vaZi sledece:
- Aksijalna sila na stubovima u tacki vezivanja jednaka je transferzalnoj sili za glavnu u

istoj tacki

- Transferzalna sila na stubovima u tacki vezivanja jednaka je aksijalnoj sili za glavnu

gredu u istoj tacki

Moment savijanja na stubovima jednak je po intenzitetu momentu savijanja za glavnu gredu u tacki

vezivanja.
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Opsti slu€aj opterec¢enja grede

Definicija unutrasnjih sila i momenata

U slu¢aju kada sile spoljasnjeg opterecenja grede leZze u jednoj ravni u poprecnim
presecima grede pojavljuju se: uzduzne i popreéne sile i momenat savijanja. Preseemo li gredu
tada bi svaki deo grede imao tri stepena slobode kretanja, u ravni spoljasnjeg opterecenja:

- dve translacije
- jednu rotaciju.

Ove mogucnosti kretanja poniStavaju unutrasnje veli¢ine u popre¢nim presecima grede: -
translacije poniStavaju uzduzne i poprecne sile a rotaciju poniStava momenat savijanja.

Kada na gredu, koja se nalazi u ravnoteZi deluje opsti sluCaj prostornog sistema sila u
njenim popre¢nim presecima pojavice se Sest veli€ina: tri sile i tri momenta. Deo grede imao bi pod
dejstvom spoljasnjeg opterecenja Sest stepeni slobode kretanja:

- tri translacije i

- tri rotacije
koje spre€avaju unutrasnje sile (poprecne-transferzalne u pravcu osa x i y i uzduzna u pravcu ose
z) i momenti (savijanja My i M, i uvijanja M,). Njihova veli¢ina odreduje se iz uslova ravnoteZe
posmatranog dela grede.

y

komponente

momenta savijanja

komponente
~ ftransverzalne sile

momcnt t0|7|Jc

‘FZ‘

\ normalna sila

Savijanje grede u dve ravni

Na slici je prikazana greda vezana sa cilindricnim leZajima u A i B i optere¢ena sa silom 17“1
y4 X

s
% c D :
, b s

1

o

y4 o
= vertikalna Xa horizontalna X
1 ravan ravan :
C z+ D Zz
‘ \ - “ -
Ya a Ye b "

& D,

Ya Ga Fi

0 D il 0

Yaa
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