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4. DINAMIKA SISTEMA. DINAMIKA TELA 
  

Mehanički sistem materijalnih tačaka (ili tela) je skup tačaka (ili 

tela) između kojih vladaju mehaničke sile (tj. koje se podvrgavaju 

Njutnovim zakonima), tako da položaj i kretanje svake tačke 

zavisi od položaja i kretanja ostalih tačaka sistema. Npr. čvrsto 

telo, Sunčev sistem, automobil, itd. Sile koje deluju na tačke (ili 

tela) sistema mogu se podeliti na spoljašnje i unutrašnje. 

Spoljašnje sile deluju na sistem od strane tačaka koje ne pripadaju 

sistemu -
s
iF


)  a  unutrašnje sile deluju od drugih tačaka sistema -

u
iF


 i uvek se javljaju u parovima. 

Na primeru automobila na slici: 

Sile  FFFF NN



,,,   su spoljašnje sile, jer su posledice dejstva 

podloge koja nije obuhvaćena posmatranim sistemom. Unutrašnje 

sile sistema (automobila) su sila pritiska gasova na klip motora, sile 

pritiska klipova na radilicu, sile trenja na osovinama točkova itd. 

Svojstva unutrašnjih sila:  

1) Geometrijski zbir svih unutrašnjih sila jednak je nuli 
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2) Geometrijski zbir momenata ovih sila za tačku (osu) jednak je nuli,   
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4.1. MASA SISTEMA I SREDIŠTE (CENTAR) MASA 

 

Masa sistema 



n

i
imM

1

 jednaka je aritmetičkom zbiru 

masa svih tačaka (ili tela) sistema.   Središte masa ili 

centar inercije sistema je tačka čiji je vektor položaja:  
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M
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1 
. Projektovanjem na ose Dekartovog 

koordinatnog sistema dobijamo tri skalarne jednačine: 
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Centar mase krutog tela, u 

homogenom polju Zemljine 

teže poklapa se sa težištem. 

Položaj centra mase krutog tela 

se ne menja u odnosu na tačke 

tela; ako se tačke sistema 

pomeraju jedna u odnosu na 

drugu, položaj centra masa se 

menja u toku vremena. Na slici 

su prikazani centri masa nekih 

tela i sistema. 
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4.2. MOMENTI INERCIJE TELA U ODNOSU NA OSU ROTACIJE 
 

Položaj centra masa ne karakteriše u potpunosti raspored masa 

sistema. Npr. pri promeni rastojanja h od ose Oz (na slici), položaj 

centra masa će ostati nepromenjen ali će raspored masa biti 

drugačiji, što će uticati na brže ili sporije obrtanje oko ose Oz. 

Dakle, kod obrtnog kretanja tela za opisivanje njegove inertnosti 

treba znati ne samo masu tela već i kako je masa raspoređena. 

Moment inercije tela (sistema), za neku osu Oz, je skalarna 

veličina koja predstavlja zbir proizvoda masa svih tačaka tela i 

kvadrata njihovih rastojanja od te ose:   

 



n

i

iiz ,rmJ

1

2  za  kontinualnu raspodelu: 
V

z dmrJ 2
 

Pri obrtnom kretanju Jz ima ekvivalentnu ulogu kao masa pri 

translaciji, tj. Jz  je mera inertnosti tela pri rotaciji (ako su mase bliže 

osi, Jz  je manji pa rotacija duže traje i obrnuto).  

Sa slike je  
222
iii yxr  ,     .yxmJ iiiz

22
. 

Radijus (poluprečnik) inercije tela mase M, 
M

J
i z
z 
2

,  jednak je 

rastojanju od ose Oz tačke tela, u koju treba smestiti ukupnu masu 

tela, da bi moment inercije te tačke bio jednak momentu inercije 

čitavog tela MiJ zz

2 . Koristi se kod tela složenog oblika. 

 

Momenti inercije pojedinih homogenih tela:  

Tanki pravolinijski štap  

     .
lM

J z
3

2

                

 

 

Tanki ravni kružni prsten 

 

         Jz =Mr
2
 

 

 

 

Kružna ploča (disk, kotur) 

Valjak      

         .
MR

J z
2

2

  

Pravougaona ploča: 

                 

  
3

2Ma
J z           

3

2Mb
J x   
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MOMENTI INERCIJE ZA PARALELNE OSE.  HAJGENS-ŠTAJNEROVA TEOREMA 

 

Napred navedeni obrasci za kružni prsten, kružnu ploču i valjak 

koriste se samo ako osa rotacije prolazi kroz centar mase tela 

koje rotira.  

Za telo na slici centar masa tela se nalazi na Oz osi (xc=0), 

gde su ose postavljene tako da je  O1y1Oy,   O1z1Oz.   

Poznat je moment inercije Jz  za osu Oz,   treba naći Jz1 =? 

     .yxmJ,yxmJ iiiziiiz
22

1
22  ,zz,yy,dxx iiiiii       

       .mdxmdyxmyddxxmJ iiiiiiiiiiz
222222

1 22   

Moment inercije za osu O1z1:     .MdJJ zz
2

1    

Hajgens-Štajnerova teorema: Moment inercije tela za datu osu jednak je zbiru momenata inercije za 

paralelnu težišnu osu i proizvoda mase tela i kvadrata rastojanja između paralelnih osa.   Član  

Md
2
   je   položajni moment inercije.  Moment inercije za težišnu osu je manji od momenta inercije 

za bilo koju drugu paralelnu osu: .21 MdJJ zz   

 

Primeri primene Hajgens-Štajnerove teoreme:  

a) Odrediti moment inercije tankog homogenog pravog štapa AB, dužine l, za 

njegovu težišnu osu. 

Moment inercije za kraj štapa: J
Ml

z 
2

3
.  Rastojanje AC=l/2, pa primenom ove 

teoreme dobijamo: J J d M
Ml l

M
Ml

z z1
2

2 2 2

3 2 12
   









  .  

b) Odrediti momente inercije pravougaone ploče za ose kroz težište ploče. 

Za ose Ax1 i Az1: J
Ma

J
Mb

z x1

2

1

2

3 3
 , . Rastojanja: d1=a/2, d2=b/2. 

Primenjujući teoremu dobićemo: 

J J d M
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J J d M
Mb

z z x x     1 1
2
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4.3. ZAKON O KRETANJU SREDIŠTA MASA SISTEMA 
 

Na svaku tačku sistema deluju spoljašnje i unutrašnje sile.  

Primenom  II Njutnovog zakona na sve tačke, dobija se n jednačina 

čijim sabiranjem dobijamo izraz: .FFam u
i

s
iii


   Dalje je:   

;
dt

rd
M

dt

rd
m ci
i 2

2

2
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   ,amaM iic


 0uiF


 ,   

Dobija se jednačina kretanja središta masa: .FFaM s
R

s
ic


   

Zakon o kretanju središta masa sistema: proizvod mase sistema i 

ubrzanja njegovog središta masa jednak je geometrijskom zbiru svih spoljašnjih sila. 

Projektovanjem vektorske jednačine dobijaju se skalarne jednačine: ...,YyM,XxM s
iC

s
iC     

Zakon o održanju kretanja središta masa:  

  0s
i

s
R FF


 .constv,a CC 


0 , tj telo miruje ili se kreće jednoliko;  

ili projektovanjem na osu     .XX s
i

s
R 0  0CxM   .constvx CxC   
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Ako posmatramo kretanje automobila po horizontalnoj 

površini, sila pritiska gasova u motoru je unutrašnja sila koja, 

kao takva, ne može izazvati pomeranje središta masa. Kretanje 

se ostvaruje pomoću spoljašnjih sila trenja klizanja koje se 

javljaju između točkova i podloge. Motor predaje obrtni 

moment M pogonskim točkovima i pri tome tačka dodira točka 

sa podlogom teži klizanju unazad. Tada na pogonski točak deluje sila trenja usmerena u pravcu i 

smeru  kretanja - to je spoljašnja sila koja izaziva pomeranje središta automobila. Kada te sile nema, 

ili kada je ona nedovoljna (npr. na poledici), ni pri velikom obrtnom momentu, proizvedenom 

unutrašnjim silama, automobil neće početi kretanje već će se pogonski točkovi obrtati u mestu. 

 

4.4. ZAKON O PROMENI KOLIČINE KRETANJA SISTEMA 
 

Količina kretanja sistema  jednaka je geometrijskom zbiru količina kretanja svih tačaka sistema: 

.Kvmvm...vmvmK
n

i

i

n

i

iinn 




11

2211


  

Polazeći od formule za središte sistema sledi:   CiiCii vMvmKrMrm


. 

Promena količine kretanja biće:
s
Rii

i
i Fam
dt
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m
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    s
RF
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Kd 


   s
iIKK


01  

Zakon ima sličnu formu kao i u dinamici tačke, s tim što se uzimaju samo impulsi spoljašnjih sila. 

Zakon promene količine kretanja sistema: promena količine kretanja sistema za neki vremenski 

interval, jednaka je vektorskom zbiru impulsa svih spoljašnjih sila, koje deluju na sistem, a za isti 

interval. Ovaj zakon ima primenu u mehanici fluida.  

Zakon o očuvanju količine kretanja sistema:   0s
iF


 .constK.,
dt

Kd





tj0   

 

    4.5. ZAKON O PROMENI MOMENTA KOLIČINE KRETANJA SISTEMA 
 

Količina kretanja K


 je karakteristika translatornog kretanja, moment količine kretanja -zamah 0L


 

karakteriše obrtno kretanje.  

Glavni moment količine kretanja sistema: 



n

i
ii vmxrL

1
0


 jednak je vektorskom zbiru momenata 

količine kretanja svih tačaka sistema. 

U odnosu na koordinatnu osu može se pisati: Ki=mivi=miri,  Lzi=riKi=miri
2,    Lz=Jz tj. 

zamah za osu obrtanja je jednak proizvodu momenta inercije tela za tu osu i ugaone brzine tela. 
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Zakon o promeni glavnog momenta količine kretanja: izvod glavnog momenta količine kretanja 

sistema,  jednak je vektorskom zbiru momenata svih spoljašnjih sila za tu istu tačku. 

Projektovanjem se dobija: ......;M
dt

dL n

i

F
x

x
s
i




1


, ili na drugi način:  zz

z JJ
dt

dL
  . 

Zakon o očuvanju glavnog momenta količine kretanja sistema:  

1)   0
s
iF
OM


 .constL,

dt

Ld
O

O 




tj.0      2)   0
s
iF
zM  .constJLtj.,

dt

dL
zz

z  0   

Kada se pojedine tačke udaljavaju od ose, povećava se Jz,  ugaona brzina će se smanjivati i obrnuto.  
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4.6. KINETIČKA ENERGIJA SISTEMA 

Kinetička energija sistema materijalnih tačaka jednaka je:   .vmEE iikik
2

2

1
  

1. Translatorno kretanje.   Brzine svih tačaka su paralelne i jednake  .MvE Ck
2

2

1
   

2. Obrtno kretanje. Brzina i-te tačke tela vi=ri  22

2

1
iik rmE    .JE zk

2

2

1
  

 

3. Ravno kretanje.  

Izraz za kinetičku energiju jednak je zbiru EK translacije sa brzinom središta i 

EK obrtnog kretanja oko središta: 
22

2

1

2

1
CCk MvJE    

 

4.7. RAČUNANJE RADOVA 

4.7.1. Rad sile koja izvodi obrtanje tela oko ose 

Ako se sila razloži na komponentu paralelnu sa osom rotacije Oz i komponentu u 

ravni upravnoj na osu rotacije ZFF T


 , obrtanje oko ose Oz vrši samo 

komponenta FT: 

        ds=rd  dA=FTds=FTrd.          rFM T
F
z 



,  dMd F
z



A . 

Pri obrtanju tela za konačan ugao 1 rad sile jednak je:   .dM F
z

1

0



A   

Kada je F=const.   

1

0



dM F
zA   .M F

z 1A   

4.7.1. Rad sile trenja (otpora) pri kotrljanju  

Otpor kotrljanju, usled deformacije podloge, izaziva pojavu sprega  M=kN (k je krak otpora 

kotrljanja). Elementarni rad ovog sprega jednak je: 

 dA=-Md=-kNd,      d=dsC/R     .
R

ds
kNd CA  

Ako je N=const. rad otpora kotrljanja biće jednak: 

CC sN
R

k
dsN

R

k
 A  

R

s
kN CA , gde je Cs  

pomeranje težišta tela. 

 

4.8. ZAKON O PROMENI KINETIČKE ENERGIJE SISTEMA 
 

Zakon promene kinetičke energije za tačku primenjujemo za i-tu tačku sistema (uzimajući 

spoljašnje i unutrašnje sile): u
i

s
i

ii
k dd

vm
ddE AA 
















2

2

,  nakon sabiranja svih jednačina: 

  u
i

s
ik

ii dddE
vm

d AA
2

2

, Integracijom se dobija konačan izraz:  .EE u
i

s
ikk   AA01  

Promena kinetičke energije sistema, pri nekom pomeranju, jednaka je sumi radova na tom 

pomeranju, svih spoljašnjih i unutrašnjih sila, koje na sistem deluju. Kod apsolutno krutog tela i 

kada na sistem deluju idealne veze (glatka površina, kotrljanje bez klizanja), zbir radova svih 

unutrašnjih sila jednak je nuli. Primenjuje se za određivanje brzina, ubrzanja ili radova. 
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4.9. ZADACI IZ DINAMIKE TELA 

 

ZADATAK 4.1. (Zakon o kretanju središta masa): Krivaja AB, dužine r=0,2m i težine G1=10N, 

obrće se konstantnom ugaonom brzinom =2 rad/s, dovodeći u kretanje kulisu i klip D, povezan sa 

njom (čija je ukupna težina G2=20N, dužina 2a=0,4m). Na klip, u toku kretanja deluje konstantna 

sila Q=50N. Zanemarujući trenje, naći najveći horizontalni pritisak XA na osovinu A krivaje. Uzeti 

da je 2/10 smg  . 

Rešenje: Posmatraćemo kretanje celog sistema:  

.QXXxM A

s

iC     Ovde je: ,tBAD    

.2cos2,02,0cos,2cos1,0cos
2

;2
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2
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1
1

2211

ttraxtt
r

x

kg
g

G
mkg

g

G
m

M

mxmx
xC










 

Diferenciranjem koordinate težišta po vremenu dobijamo: 

 
  .2cos

3

2
2cos44,01,0

3

1
,

3

2cos2,02,022cos1,01
ttx

tt
x CC 


   

.2cos2502cos
3

2
350 ttxMQX CA    

Maksimalnu vrednost pritiska imaćemo za cost=-1:  .52250max NX A   

 ZADATAK 4.2. (Zakon o promeni kinetičke energije sistema): Disk mase m=12kg, 

poluprečnika R=12cm, rotira sa n=600ob/min oko nepomične ose O kroz 

centar. Odrediti potrebni koeficijent trenja između kočnice i diska da bi se disk 

zaustavio nakon 20 obrtaja, pritiskom kočnice na disk silom od F=90N. 

Poluprečnik inercije diska jednak je i=0,2m. Odrediti vreme do zaustavljanja. 

Trenje u osloncu zanemariti.  

Rešenje:  Primenićemo zakon promene kinetičke energije: 

 
Fikk EE AA01 . Kinetička energija pri obrtnom kretanju jednaka je 

2

2

1
JEk  , gde je moment inercije .kgm,,miJ 222 4802012   Početna 

ugaona brzina obrtanja diska jednaka je: .8,6220
30

600

30 s

radn



 


  Na kraju kretanja je 

ugaona brzina, a samim tim i kinetička energija diska, jednaka nuli. Ugao koji disk opiše za 

N=25ob jednak je .radN 09000
180

157157502 


  Pošto je sila trenja NF   , rad sile 

trenja jednak je: 

      
6169515712090 ,,FRRFMF A .  

Zamenom svih vrednosti dobijamo: 
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,

,
,,,,,RFJ 5580

61695

5946
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2
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2

1
0 22     

Iz jednačina jednakousporenog obrtanja sledi:  

t  0             →      .
t

,
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,
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 ZADATAK 4.3. (Zakon o promeni kinetičke energije sistema): Kaišnici A i B, spojeni kaišem 

obrću se tako da kaišnik A ima ugaonu brzinu 

srad /4,310  . Masa kaišnika A, poluprečnika 

R=15cm, iznosi 4,5kg. Masa kaišnika B, poluprečnika 

r=10cm, iznosi 3kg a masa kaiša je 1kg. Da bi se kočilo 

ovo obrtanje, na kaišnik A se deluje silom F=80N, preko 

papuče za kočenje. Koeficijent trenja papuče o kaišnik 

iznosi =0,45. Zanemarujući trenje u ležištima i 

smatrajući da su kaišnici homogeni puni diskovi, odrediti koliki će broj obrtaja izvršiti kaišnik A 

dok se ne zaustavi. 

Rešenje: Zakon promene kinetičke enegije sistema glasi:  ikk EE A01  gde je .Ek 01   Brzine 

svih tačaka kaiša su jednake međusobno: s/m,,,rRvk 71443115000   ,  

pa sledi  .1,47
1,0

71,4
0

s

rad

r

vk    

Momenti inercije kaišnika: .kgm,,rmJ,kgm,,,RmJ BBAA
222222 0150103

2

1

2

1
0506015054

2

1

2

1
  

Sa tim podacima se mogu izračunati kinetičke energije pojedinih tela i celog sistema: 

2222
0

2
0 6752091164169424

2

1

2

1

2

1
s/kgm,,,,EEEEvmE;JE;JE kKkBkAkikkkKBkBAkA   . 

Rad sile teže jednak je nuli (težišta se pri kretanju ne pomeraju). Ugao obrtanja do 

zaustavljanja N 2 , rad sile trenja:  

    .N,N,,NFRFRF  9332150804502 


A   

Zamenom svih vrednosti u izraz  ikk EE A01 dobijamo: 

       .,
,

,
NN,,N,, 551

933

6752
933675293367520   

 

ZADATAK 4.4. (Dalamberov princip): Dizalica, na prepustu 

grednog nosača AB, podiže teret težine Q=20N sa usporenjem 

a=2m/s
2
. Odrediti reakcije u osloncima grede ako je težina grede 

G1=40N, težina dizalice G2=10N. Dato: a=2,5m; b=0,5m; c=30cm; 

d=20cm. 

Rešenje: Teret se podiže sa usporenjem pa je vektor a


 usmeren  

suprotno vektoru brzine. Inercijalna sila je usmerena suprotno smeru 

ubrzanja tereta i ima intenzitet: .N,
,

a
g

Q
maF in 0842

819

20
    

Na sistem deluju sile (aktivne, reaktivne i inercijalne): 

 
in

BA F,F,F,Q,G,G


21 .   

Iz uslova fiktivne ravnoteže sledi: 

.N,F,,FQGGFFF;Y

.N,F,F,,,,,,F,
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54540351365205140721013084132052
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 ZADATAK 4.5. (Dalamberov princip): Odrediti intenzitete 

vertikalnih reaktivnih sila na prednjim i zadnjim osloncima 

dizalice pri spuštanju kontejnera 3. Spuštanje se obavlja sa 

usporenjem a= 2,45m/s
2
. Težina dizalice Gy=46,8kN; težina 

kontejnera GK=18kN a sila otpora spuštanju kontejnera R=12kN. 

Veličine rastojanja su date na slici. 

Rešenje:  Inercijalna sila je usmerena nadole i brojno je jednaka: 

       .kN,,
,

a
g

G
maF Kin 54452

819

18
   

Iz uslova fiktivne ravnoteže sledi: 

         kN,YY,kN,YM i 41409420 121    

 

 

 ZADATAK 4.6. (Dalamberov princip): Transportno vozilo, mase 

m=10t, prevozi teret iste mase. Položaji težišta vozila i tereta su dati 

na slici, pri čemu su dužine: b=2,3m; d=3,8m; l=5,8m, hr=2,1m;  

hC=1,7m. Naći ubrzanje vozila ako su zadnji točkovi pogonski a 

koeficijent trenja između točkova i podloge =0,6.  

Rešenje: Inercijalne sile vozila i tereta su usmerene suprotno smeru 

ubrzanja, intenziteta: maF in  . Težine tereta i vozila su jednake i 

iznose .NmgG 9810 Sila trenja deluje na pogonski točak suprotno 

smeru obrtanja tj. u smeru kretanja: BNF   . Iz uslova fiktivne ravnoteže dobija se: 

    .F,G,N,F,F,,G,,G,N;M in
B

inin
BA 65509500127132858385850   

  inin
B F,G,F,G,,NF 3930570655095060    

2
483

6071

570
0607157002393057000

s

m
,

m,

mg,
ama,mg,FF,G,FFF;X inininin

i   . 

 ZADATAK 4.7. (Dalamberov princip): Na osovini AB, zanemarljive 

težine, koja se ravnomerno obrće konstantnom ugaonom brzinom 

srad /7 , učvršćena su dva jednaka tereta čije su mase m=1kg. Odrediti 

reakcije u osloncima A i B za prikazani položaj ako je h=20cm. 

Rešenje:   

Ubrzanja tereta će biti jednaka (uzimajući da je 

rastojanje h=0,2m): 

,
s

m
,h,aa

,
s

m
,,haa

N

N

2

2
2

2

22
1

71451

89720









 

(tangencijalna komponenta ubrzanja je jednaka nuli pri obrtanju 

konstantnom ugaonom brzinom). Normalna ubrzanja su usmerena ka osi 

rotacije, inercijalne sile su usmerene suprotno od njih i imaju intenzitete: 

  N,,maF,N,,maF inin 714714189891 2211  .  Iz uslova fiktivne ravnoteže sledi: 

.35,70;0

.45,20959,18,002,081,93,081,96,08,92,07,148,0

02,03,06,02,08,0;0

,62,1981,91220;0

12

12

NXXFFXX

NXXX

mgmgFFXM

NmgYmgmgYY

AA
inin

Bi

BBB

inin
BA

AAi















 

B

A

Y

X

X

Fin

Fin

x
mg

mg

A

1

2

A

B

0,2

0,3 0
,4

0
,2

0
,2

y



 69 

 

 ZADATAK 4.8. (Rad, Snaga): Na vratilu, koje se obrće 

konstantnim brojem obrtaja n=750ob/min, učvršćeni su pogonski 

kaišnici datih prečnika. Sile u slobodnim ograncima kaiševa iznose 

T1=1800N i T2=1500N. Odrediti rad koji vrši pogonski moment Md 

za t=20min i potrebnu snagu P.   

Rešenje: Ugaona brzina: 
s

radn
5,7825

30

750

30



 


 ,  

za t=20min=1200s  ugao obrtanja vratila: .radt  30000120025     

Momenti na kaišnicima računaju se preko obimnih sila: 

   kNm,Nm
,

,
d

TT,M 360360
2

50
180080

2
81 1

111  ,  

  kNm,Nm
,d

TTM 60600
2

80
1500

2
2 2

222  . 

Ukupan rad:   kJ,,MM  28800300006036021 A ;  

potrebna snaga: .kW,
t

P 475
1200

28800


A
 

ZADATAK 4.9. (Zakon o promeni momenta količine kretanja): Na točak poluprečnika r=40cm, 

težine G1=20N, koji se obrće oko nepomične horizontalne  ose O, namotan je konac na čijem je 

kraju teret G=30N. Na točak deluje obrtni moment M=40Nm. Smatrajući točak materijalnim 

kružnim prstenom, odrediti ubrzanje tereta a. 

Rešenje: Primenom zakona o promeni momenta količine kretanja 
dL

dt
Mz
z
Fi
s

 , 

gde je  z osa postavljena kroz tačku O, normalno na ravan točka dobija se: 

  ;Nm,GrMM
s
iF
z 28403040       ,2,3

10

30 1
1 kg

g

G
mkg

g

G
m   

      vv,mmrvvrmrmvLLL toczterzz 254011   

           .14
2

28
,282;2

2s

m
a

dt

dv

dt

dv

dt

dv

dt

dLz   

 

ZADATAK 4.10. (Zakon o promeni momenta količine kretanja): Odrediti ugaono ubrzanje 

točka, (poluprečnika R=0,4m, težine G=40N, poluprečnika inercije za osu obrtanja iz=0,2m), ako su 

sile u kaišniku, koji točak dovodi u kretanje, F1=60N i F2=50N. 

Rešenje: Po zakonu promene momenta količine kretanja imamo: 

   .450604,0; 21 NmRFRFMM
dt

dL s
i

s
i F

z

F

z
z    

  ;16,016,0;16,004,0
10

40
; 22  

dt

d

dt

dL
i
g

G
JLMiJ z

zzzzz  

.25
16,0

4
416,0

2s

rad
   

 

 

ZADATAK 4.11. (Zakon o promeni momenta količine kretanja): U frikcionom prenosniku, 

pritisna sila između vodećeg 1 i vođenog frikcionog točka 2, obezbeđuje se oprugama 3. Odrediti 

veličinu momenta M1 na vodećem vratilu i minimalnu silu pritiska opruga ako na vođeno vratilo 

deluje otporni moment M2=2,5kNm. Mase točkova su: m1=25kg i m2=75kg, poluprečnik inercije 

 

 



 70 

vodećeg točka i1=0,35d1 a vođeni točak smatrati homogenim diskom. Ugaono ubrzanje vratila 2 je 

2=250 rad/s
2
, koeficijent trenja među točkovima =0,3.  

Rešenje:  Momenti inercije točkova: 

   222
111 4904035025 kgm,,,imJ z  , 

22
2

2
22 37533075

2

1

22

1
kgm,,

d
mJ z 








 . 

Zakon promene momenta količine kretanja za telo 2: 

 
2

2
222

d
FMJM

dt

dL
z

F
z

z i   , 

.kN,N,F,F,F,,,F,, 1537837152753343090090250075843303025002503753 

 

Pošto je 2
2

1

22
12211 51

20

30



 ,

,

,

r

r
rr  , odnosno .3755,15,1

221
21

s

rad

dt

d

dt

d
 


 

Zakon promene momenta količine kretanja za telo 1:  
2

1
111

d
FMJM

dt

dL
z

F
z

z i   , 

.kNm,Nm,,,M,M,,,,M, 412952412751832222922229751832083715230375490 111   

 

4.10.  BRZINE KRETANJA ELEMENATA SISTEMA I NJIHOV ODNOS 
 

Mehanički sistem 1: 

 

Telo 1 kreće se brzinom v1, 

Iz sličnosti trouglova: 
222

111 v

r

rv
v

r

v

r

v
A

A 


  

 

Iz sličnosti trouglova: 
r

v

r

vA 2

2
  

 

Za telo 2 biće 
422

1
2

vv

r

rv
v AA 


  

 

Telo 3  
r

v

2

1
3           Telo 4 

r

v

r

v

4

12
4   

 

 

Mehanički sistem 2: 

 

Telo C kreće se brzinom vC, 

 

Iz sličnosti trouglova: 
R

rv
v

r

v

R

v C
D

DC 
  

R

v

rR

rv

r

R

r
v

r

v

R

v CC
C

DC
B 








  

Brzina centra tela A  
R

r
vvv CDA   
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 Mehanički sistem 3: 

  

Telo A kreće se brzinom vA, 

Telo B 
r

vA
B
2

  

 Telo C  

  Iz sličnosti trouglova
222

AA
C

CA v

r

rv
v

r

v

r

v



  

  Telo D  
2

A
CD

v
vv   

 

 

 

 
Mehanički sistem 4:        

Telo 1 kreće se brzinom v1, 

Telo 2:  Iz sličnosti trouglova 

       1
1 2
2

vv
r

v

r

v
D

D   

                 
r

v

r

vD 1
2
2

  

Telo 3:  Iz sličnosti trouglova 

    13
3

22
v

v
v

r

v

r

v DD   

 

ZADATAK 4.12. (Zakon o promeni kinetičke energije sistema): 

Materijalni sistem čine tri tela. Telo 1 je homogeni kotur poluprečnika 

r=0,1m i mase m1=2kg. Telo 2 je koaksijalni kalem, poluprečnika r i 

2r, mase m2=4kg, poluprečnika inercije za osu rotacije i2=0,07m. Teret 

3, mase m1=1kg, klizi po hrapavoj horizontalnoj ravni koeficijenta 

trenja klizanja =0,25. Tela povezuje lako nerastegljivo uže. Ceo 

sistem se kreće u vertikalnoj ravni, bez početne brzine, pri čemu je 

brzina centra tela 1 jednaka v=v(t). Naći ubrzanje tela 1.  

Rešenje:  Telo 1 vrši ravno kretanje, trenutni pol brzina nalazi se u tački dodira diska i nepokretnog 

kraja užeta, pa je: 
10

1
,

v

r

v

CP

v

v

 . Brzina tačke A na telu 1 je: v
r

v
rAPv vA 221   . Tačka B 

na telu 2 imaće istu brzinu kao i tačka A tj. vB=vA=2v. Telo 2 vrši rotaciju oko nepomične ose pa je: 

r

v

r

v

r

vB 
2

2

2
2 . Brzina tačke D na telu 2: v

r

v
rrvD  2 ,  i jednaka je brzini tela 3 koje se 

kreće translatorno , tj. v3=vD=v.   

Zakon promene kinetičke energije glasi:  ikk EE A01  gde je 

00 kE  jer sistem kreće iz stanja mirovanja. 

Izrazi za kinetičke energije (u funkciji brzine v):  

telo 1 (ravno kretanje)- disk je homogen pa je 

 
r

v
,rmJ C1
1

2
11

2

1
   odnosno 222

111 512
4

3

4

3
v,vvmE Ck  ;  

telo 2 (rotacija) -  222
222 0200704 kgm,,imJ  ,  

2
22

2
222

010
010

10
020

2

1

2

1
v

,

v
,

,

v
,JEk 








   

3

r

r

2r

2

1
v


N

r

r

2r

v

v

F

m g

F
vv

v A

B D

P

A

3
3

1

2

DB

v
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telo 3 (translacija) -
222

333 501
2

1

2

1
v,vvmEk   ; 

         → .vv,vv,EEEE kkkki
2222

321 35051   

Izrazi za radove sila (u funkciji pomeranja s): za telo 1 (težište tela se pomera nadole za h1=s) - 

s,s,ghmmg 62198192111  AA ;      za telo 2 je rad teže jednak nuli jer nema pomeranja težišta;  

za telo 3 (nema visinskog pomeranja težišta pa je 0mgA , samo sila trenja vrši rad) - 

N,,,gmFFgmF NN 452819125033   ;    .s,sFF 4523  
AA   

.s,s,s,i 171745206219321  AAAA  Zamenom u  ikk EE A01 dobijamo: s,v 17173 2  ,  

a diferenciranjem: 
dt

ds
,

dt

dv
v 171723  → .

s

m
,

,
a,av,av

2
862

6

1717
1717617176   

 ZADATAK 4.13. (Zakon o promeni kinetičke energije sistema): Materijalni sistem čine četiri 

tela. Teret 1, mase m1=1kg, se kreće nadole. Telo 2 je koaksijalni kalem 

većeg poluprečnika 2r=0,4m sa ozubljenim delom poluprečnika r=0,2m. 

Telo 2 je mase m2=4kg, poluprečnika inercije za osu rotacije i2=0,3m. 

Delom svoje širine ozubljeno telo 3 smatrati homogenim diskom, 

poluprečnika r3=1,5r=0,3m, mase m3=4kg. Teret 4 ima masu m4=1kg. 

Tela su povezana lakim nerastegljivim užetom. Ceo sistem se kreće u 

vertikalnoj ravni, bez početne brzine. Naći ubrzanje tela 1.  

Rešenje:  Telo 1 vrši translatorno kretanje brzinom v. Telo 2 vrši rotaciju 

oko nepomične ose pa je: 
r

v

2
2  . Brzina tačke na telu 2 koja je u dodiru sa telom 3: 

v,
v

r

v
rrvD 50

22
2   .  Telo 3 vrši rotaciju oko nepomične ose pa je: 

r

v

r,

v,

r,

vD

351

50

51
3  . 

Brzina tačaka na obimu diska 3 jednake su brzini tela 4 koje se kreće translatorno , tj. vD=v3=0,5v.   

Zakon promene kinetičke energije:  ikk EE A01  gde je 00 kE  jer 

sistem kreće iz stanja mirovanja. 

Izrazi za kinetičke energije (u funkciji brzine v):  

za  telo 1 (translatorno kretanje)- 222
111 501

2

1

2

1
v,vvmEk  ; 

za telo 2 (rotacija) - 222
222 360304 kgm,,imJ  , 

  2
22

2
222 1251

160
180

40
360

2

1

2

1
v,

,

v
,

,

v
,JEk 








  ; 

za disk 3 (rotacija)  - 22
333 180

2

1
kgm,rmJ   2

2
2
333 250

60
180

2

1

2

1
v,

,

v
,JEk 








  ;  

za telo 4 (translacija) -   222
444 1250501

2

1

2

1
v,v,vmEk   

→ .vv,v,v,v,Eki
22222 21250250125150   

Izrazi za radove sila (u funkciji pomeranja s): za telo 1 (težište tela se pomera nadole za h1=s) - 

s,s,ghmmg 8198191111  AA ;         

za tela 2  i 3 je rad sile teže jednak nuli jer nema pomeranja težišta;  

za telo 4 (pomeranje h4=s4; pošto je v4=0,5v →s4=0,5s) - s,s,,ghmmg 9054508191444  AA ;    

.s,s,s,i 71514905400819321  AAAA  Zamenom u  ikk EE A01 dobijamo: s,v 715142 2  , 

a diferenciranjem po vremenu: 
dt

ds
,

dt

dv
v 7151422  → .

s

m
,

,
av,av

2
683

4

71514
715144   

r

2r

2

1

v

3

4

1,5r

v
4

2 
3r

2r

2

1

v

v

3

4

1,5
r
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ZADATAK 4.14. (Zakon o promeni kinetičke energije 

sistema): Na disk, poluprečnika R=0,5m i težine G=50N, 

namotano je uže, prebačeno preko nepomičnog kotura O i 

zategnuto teretom D, težine Q=40N. Odrediti brzinu i 

ubrzanje centra diska C, nakon pređenog puta s, ako je 

vC0=0. Krak otpora kotrljanja diska je k=0,1m, poluprečnik 

inercije diska za centralnu osu je i=0,4m. Masu konca i 

kotura o zanemariti. 

Rešenje: Ek0=0, tj. Ek=Ai.    (a) 

    ;JvmvmEEE CCdDtkdiskkterk 







 222

2

1

2

1

2

1
  

,kg
g

G
m,kg

g

Q
m dt 54     C

CC v
,

v

R

v
2

50
  

vD=vA=2vC,     
222 80405 kgm,,imJ dz   

    ;v,),,(vv,vvE CCCCCk
22222

11261528280
2

1
5

2

1
24

2

1









  

Rad vrši sila Q i spreg koje čine sile N i G. Pošto je vD =2vC, pomeranje tereta h=2s (gde je s 

pomeranje centra diska). Radovi sila jednaki su:  

AQ=hQ=2sQ=80s,  ,ss
,

,
Gs
R

k
kotr 1050

50

10
A   .sssi 701080  A  

Zamenjujući u jednačinu (a) dobijamo brzinu centra diska: s,s
,

vsv, CC 785
112

70
70112 22   

Radi određivanja ubrzanja diferenciramo jednačinu po vremenu (ds/dt=vC): 

.
s

m
,

,
a

dt

dv

dt

ds

dt

dv
v, C

CC
C 2

892
224

70
702112   
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DODATAK – kratak pregled formula 

Algebra 

Stepenovanje:       bababababababababa  22222222
22  

kvadratna jednačina: 
a

acbb
xcbxax ,

2

4
0

2

21
2 

  

 

Trigonometrija 

 222 bac                 

a

b
tg,

c

b
sin,

hipotenuza

katetanaspramna

c

a
sin

b

a
tg,

c

a
cos,

hipotenuza

katetanalegla

c

b
cos









 

Trigonometrijske identičnosti: 





cos

sin
tgcossin  122  

Merenje uglova: .,,,,rad
2

90
4

45
3

60
6

30180
180

1 00000
0 




  

Adicione formule: 
   





22222 sincoscoscossinsin

sinsincoscoscossincoscossinsin



 
 

Vrednosti trigonometrijskih funkcija nekih uglova: 

 0 30
0
 45

0
 60

0
 90

0
 180

0
 270

0
 360

0
 

sin  0 21/  22 /  23 /  1 0 -1 0 

cos  1 23 /  22 /  21/  0 -1 0 1 

 

Sinusna teorema: 
 sin

c

sin

b

sin

a
  

Kosinusna teorema: cosabbac 2222   

 

Izvodi   
dt

dy
y)t(fy;

dx

dy
y)x(fy    

 osnovne funkcije zbir proizvod 

funkcija const. nx  nt  xsin  tsin  xcos  tcos  vu   vu  

izvod f-je 0 1nnx  1nnt  xcos  tcos  - xsin  - tsin  vu   uvvu   

Primeri: 10232 232  xtx;xx;tyty;xyxy   

  tsintsinytcosty;tcosxtsinx;tsinytcosy 525125244    

Izvod složene funkcije: 

       tv)v(uu)t(vv,vuuxv)v(uu)x(vv,vuu    

        tsintsinttcosxtcosx 22122222 





   

        tcostcosttsinytsiny  51555 





   

 

Integrali 

   


  


CtsintdtcosCtcostdtsinC
n

x
dxxCtdtCxdx

n
n

1

1

 

Primeri:      C
t

tsindtttcosCt
t

tdttdt
3

44
2

222
3

22
2
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