4. DINAMIKA SISTEMA. DINAMIKA TELA

Mehanicki sistem materijalnih tacaka (ili tela) je skup tacaka (ili
tela) izmedu kojih vladaju mehanicke sile (tj. koje se podvrgavaju
Njutnovim zakonima), tako da polozaj i1 kretanje svake tacke
zavisi od polozaja i kretanja ostalih tacaka sistema. Npr. ¢vrsto
telo, Suncev sistem, automobil, itd. Sile koje deluju na tacke (ili
tela) sistema mogu se podeliti na spoljasnje 1 unutrasnje.
Spoljasnje sile deluju na sistem od strane tacaka koje ne pripadaju

sistemu - F,'S) a unutrasnje sile deluju od drugih tac¢aka sistema -

I‘;’vu . T .
i 1uvek se javljaju u parovima.

Na primeru automobila na slici: <=

Sile F}Q,FA';,I:Z,F; su spoljasnje sile, jer su posledice dejstva F,
podloge koja nije obuhvatena posmatranim sistemom. UnutraSnje ]
sile sistema (automobila) su sila pritiska gasova na klip motora, sile
pritiska klipova na radilicu, sile trenja na osovinama toc¢kova itd.

Svoijstva unutrasnjih sila: N N

1) Geometrijski zbir svih unutra3njih sila jednak je nuli > F" =0;
i=1

n — n -
e 1. . o . . . —~ F —~ F
2) Geometrijski zbir momenata ovih sila za ta¢ku (osu) jednak je nuli, ZM o =0, Z ,1:’ =0.
i=1 i=1

4.1. MASA SISTEMA I SREDISTE (CENTAR) MASA

z

‘mz n
Masa sistema | M = > m;| jednaka je aritmetitkom zbiru
i=1
C . y — . o .
m 2 A masa svih taCaka (ili tela) sistema.  SrediSte masa ili
/Zc m, centar inercije sistema je tacka Ciji je vektor poloZaja:
7 g SO B
zl&/r’vy" Fc =— Y. m;7;|. Projektovanjem na ose Dekartovog
i=l
o - - . . ) .
— %, ¥ koordinatnog sistema dobijamo tri skalarne jednacine:
! e n n n
x y 1 1 1
g ¢ xC:_Zmixi’ J’C:_ZmiJ’i: ZC:_ZmiZi-
M5 M3 M3

Centar mase krutog tela, u

homogenom polju Zemljine

teze poklapa se sa teziStem.

PoloZaj centra mase krutog tela

se ne menja u odnosu na tacke

tela; ako se tacke sistema
Mesec pomeraju jedna u odnosu na
O drugu, polozaj centra masa se
menja u toku vremena. Na slici
su prikazani centri masa nekih
tela i sistema.

34x10°m
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4.2. MOMENTI INERCIJE TELA U ODNOSU NA OSU ROTACIJE

h h Polozaj centra masa ne karakteriSe u potpunosti raspored masa
sistema. Npr. pri promeni rastojanja 4 od ose Oz (na slici), poloZzaj
D A B|  centra masa Ce ostati nepromenjen ali ¢e raspored masa biti
) { drugaciji, Sto Ce uticati na brze ili sporije obrtanje oko ose Oz.
QEKO Dakle, kod obrtnog kretanja tela za opisivanje njegove inertnosti

7

treba znati ne samo masu tela ve¢ i kako je masa rasporedena.

Moment inercije tela (sistema), za neku osu Oz, je skalarna

veli¢ina koja predstavlja zbir proizvoda masa svih tacaka tela i
kvadrata njihovih rastojanja od te ose:

n
2
‘]z = Zmiri ’
i=l1

z Pri obrtnom kretanju J, ima ekvivalentnu ulogu kao masa pri
translaciji, tj. J. je mera inertnosti tela pri rotaciji (ako su mase blize
osi, J, je manji pa rotacija duze traje i obrnuto).

Sa slike je 7’,~2=X52+J/52,:>Jzzzmi(xi2+)’i2)-

za kontinualnu raspodelu: J, = jrzdm
4

Radijus (polupre¢nik) inercije tela mase M, |iz =—-| jednak je

5 rastojanju od ose Oz tacke tela, u koju treba smestiti ukupnu masu

X;

’,‘/ % tela, da bi moment inercije te tacke bio jednak momentu inercije

Citavog tela

J. = izz M | Koristi se kod tela slozenog oblika.

Momenti inercije pojedinih homogenih tela:

Tanki ravni kruzni prsten

_=Mr

Tanki pravolinijski Stap z
5 dm
J - Ml A m B
SN = [l
o
|

Kruzna ploca (disk, kotur)
Valjak

MR?
J,=—.
2

Pravougaona ploca:

N
A=
o
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MOMENTI INERCIJE ZA PARALELNE OSE. HAJGENS-STAJNEROVA TEOREMA

Zy

Napred navedeni obrasci za kruzni prsten, kruznu plocu i valjak
koriste se samo ako osa rotacije prolazi kroz centar mase tela
% e koje rotira.
. 1 « . . .
: ¥ cl ,m;j Za telo na slici centar masa tela se nalazi na Oz osi (x.=0),
Nlo ¥y y gde su ose postavljene tako da je Oy, | | Oy, Oz | | Oz.
5/ AV o]} 5 y Poznat je moment inercije J, za osu Oz, treba naciJ,;=?
bal ] 1

J, :Zmi(xiz +yi2) I :Zmi(x§2 +y§2) X=X +d.y; =Y.z =2,
J 2 :Zmi(xiz _2xid+d2+yi2): Zmi(xi2+yi2)_2dzmixi+d22mi'

. .. 2
Moment inercije za osu O;z;: Ja=J; +Md~.

Hajgens-Stajnerova teorema: Moment inercije tela za datu osu jednak je zbiru momenata inercije za

Mdf je polozajni moment inercije. Moment inercije za teziSnu osu je manji od momenta inercije
za bilo koju drugu paralelnu osu: |J, =J_, — Md".

Nz AZy Primeri primene Hajgens-Stajnerove teoreme:
A @) Odrediti moment inercije tankog homogenog pravog Stapa AB, duzine I, za
2 . |C njegovu tezisnu osu.

2
Moment inercije za kraj Stapa: J, =%. Rastojanje AC=1/2, pa primenom ove

2 2 2
£ teoreme dobijamo: J,; =J, —d’ M = M~ _ (ij m=M
3 2 12
b) Odrediti momente inercije pravougaone ploce za ose kroz teZiste ploce.
2 2
c bl >x Za ose Ax; i Az;: J, = M;Z , I = Mf . Rastojanja: d;=a/2, d,=b/2.
A ¥ sx, Primenjujuci teoremu dobicemo:
2 > 2 2
N q M Mb
JZZJZI—dIZM: a ) szij—dgMZT.

4.3. ZAKON O KRETANJU SREDISTA MASA SISTEMA

¢ijim sabiranjem dobijamo izraz: 2m;a; = ZE'S + ZE'u- Dalje je:
d*r d7

Sy Sk = M S
dt dt

— U
= MaC:Zh’ll‘ai, ZE =0

2

o .. : o —SFS — FS
0 Dobija se jednacina kretanja srediSta masa: Ma, = 2F; = Fy.

X

ubrzanja njegovog sredista masa jednak je geometrijskom zbiru svih spoljasnjih sila.
Projektovanjem vektorske jednacine dobijaju se skalarne jednacine: M. => X7, Mjc=>Y' ..
Zakon o odrzanju kretanja sredista masa:

Fp=Y F =0= dc =0, V¢ =const., tj telo miruje ili se krec¢e jednoliko;

ili projektovanjem na osu Xz =» X} =0.= M ic =0= Xc =V = const.
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paralelnu teZisnu osu i proizvoda mase tela i kvadrata rastojanja izmedu paralelnih osa. Clan

Na svaku tacku sistema deluju spoljasnje 1 unutrasnje sile.
Primenom II Njutnovog zakona na sve tacke, dobija se n jednacina

Zakon o kretanju srediSta masa sistema: proizvod mase sistema i



f?(ns” Ako posmatramo kretanje automobila po horizontalnoj

pravac  povrsini, sila pritiska gasova u motoru je unutraSnja sila koja,
_kr_e?anja kao takva, ne moZe izazvati pomeranje sredi$ta masa. Kretanje
se ostvaruje pomocu spoljasnjih sila trenja klizanja koje se

I?': javljaju izmedu tockova i podloge. Motor predaje obrtni
moment M pogonskim toCkovima i pri tome tacka dodira tocka

sa podlogom tezi klizanju unazad. Tada na pogonski to¢ak deluje sila trenja usmerena u pravcu i
smeru kretanja - to je spoljaSnja sila koja izaziva pomeranje srediSta automobila. Kada te sile nema,

ili kada je ona nedovoljna (npr. na poledici), ni pri velikom obrtnom momentu, proizvedenom
unutrasnjim silama, automobil nece poceti kretanje vec¢ ¢e se pogonski tockovi obrtati u mestu.

?
F,

4.4. ZAKON O PROMENI KOLICINE KRETANJA SISTEMA

Koli¢ina kretanja sistema jednaka je geometrijskom zbiru koli¢ina kretanja svih taaka sistema:

n n
K= m1\71 +I’}12\72 +...+ mnf/n = Zmiﬁi = ZKZ
i=1 i=1

Polazeéi od formule za sredite sistema sledi: Y m;7: = M- = K = 3 m;v; = My .

.., dK av; - - — -
Promena koli¢ine kretanja b1ce:;=2mi%=2ml-ai =Fp = a;l—t:Fli = KI—KO:ZIZ-S

Zakon ima sli¢nu formu kao i u dinamici tacke, s tim §to se uzimaju samo impulsi spoljasnjih sila.
Zakon promene koli€ine kretanja sistema: promena kolicine kretanja sistema za neki vremenski
interval, jednaka je vektorskom zbiru impulsa svih spoljasnjih sila, koje deluju na sistem, a za isti
interval. Ovaj zakon ima primenu u mehanici fluida.

= dK .=
Zakon o ocuvanju kolifine kretanja sistema: zFiS =0=> I 0, tj. K = const.

4.5. ZAKON O PROMENI MOMENTA KOLICINE KRETANJA SISTEMA

Koli¢ina kretanja K je karakteristika translatornog kretanja, moment koli¢ine kretanja -zamah L,
karakteriSe obrtno kretanje.
n

Glavni moment koli¢ine kretanja sistema: Lo = ) 7;xmy; jednak je vektorskom zbiru momenata
i=1

koli¢ine kretanja svih tac¢aka sistema.
U odnosu na koordinatnu osu moze se pisati: K;=myv;=myi, = Li=rK=myi o, = tj.
zamah za osu obrtanja je jednak proizvodu momenta inercije tela za tu osu 1 ugaone brzine tela.
dlo; d . . ﬁ(~s ~u)d”~ L dL, < - s
—L = —(Fxmy; )=Fx\F + F* . —> Lo =Y rxF® + ) rxF". =0 -N"'Mm
dt dt(l ll) i\ i ,dtig;,Ol ;l i Z;,z i = dr ; o
Zakon o promeni glavnog momenta koliine kretanja: izvod glavnog momenta kolicine kretanja
sistema, jednak je vektorskom zbiru momenata svih spoljasnjih sila za tu istu tacku.

o e ige . . dL .
Projektovanjem se dobija: dL = ZM B , 1li na drugi nacin: dtZ =J,0=J&|
i=1

dt

Zakon o ocuvanju glavnog momenta kolicine kretanja sistema:

— S dLO _ -7 _ F_s dL .
DY ul o= e 0,4. Lo =const.  2) > mli =0= dtZ =0, 4. L, =J,w=const.
Kada se pojedine tacke udaljavaju od ose, povecava se J,, ugaona brzina ¢e se smanjivati i obrnuto.
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4.6. KINETICKA ENERGIJA SISTEMA

1
Kineti¢ka energija sistema materijalnih tacaka jednaka je: Ej = ZEki = Ezmm-z :

. . . . 1. 2
1. Translatorno kretanje. Brzine svih tacaka su paralelne i jednake = |E = EMVC-

. . 1 1 2
2. Obrtno kretanje. Brzina i-te tacke tela vi=rio = Ej; = Ezmmzwz = |Ex= EJZCO .

3. Ravno kretanje.
Izraz za kineticku energiju jednak je zbiru Ex translacije sa brzinom sredista 1

1 1
E obrtnog kretanja oko sredista: | Ex = 3 J CCU2 + 5 MV%
4.7. RACUNANJE RADOVA 2|

4.7.1. Rad sile koja izvodi obrtanje tela oko ose

Ako se sila razlozi na komponentu paralelnu sa osom rotacije Oz i komponentu u C
ravni upravnoj na osu rotacije /' = Fy +Z , obrtanje oko ose Oz vrSi samo

komponenta F7:

ds=rdp=> dA=Fds=Frdg. ME=Fr an=MFdgp.

?
Pri obrtanju tela za konacan ugao ¢, rad sile jednak je: A= I MFdep.
0

@
Kada je F'=const. = A:ijdgo :>A=M5¢1.
0

4.7.1. Rad sile trenja (otpora) pri kotrljanju

Otpor kotrljanju, usled deformacije podloge, izaziva pojavu sprega M=kN (k je krak otpora
kotrljanja). Elementarni rad ovog sprega jednak je:
dA=-Mdp=-kNdp, —dp=dso/R = dA = —kNdSTC.

Ako je N=const. rad otpora kotrljanja bice jednak:

k k $
AZ—ENIdSC:_EN'Sc: A:_kN%’ gde jesc

pomeranje teZista tela.

4.8. ZAKON O PROMENI KINETICKE ENERGIJE SISTEMA

Zakon promene kineticke energije za tacku primenjujemo za i-tu tacku sistema (uzimajuci

2
spoljaSnje 1 unutrasnje sile): dE; = d{ mlzv U J: dA} +dA},  mnakon sabiranja svih jednacina:
2
dy mg’ L —dE, =Y dA} + Y dA", Integracijom se dobija konacan izraz: |Ex1 — Ego = ZAf + ZA,M

Promena_kineticke energije sistema, pri nekom pomeranju, jednaka je sumi radova na tom
pomeranju, svih spoljasnjih i unutrasnjih sila, koje na sistem deluju. Kod apsolutno krutog tela i
kada na sistem deluju idealne veze (glatka povrSina, kotrljanje bez klizanja), zbir radova svih
unutrasnjih sila jednak je nuli. Primenjuje se za odredivanje brzina, ubrzanja ili radova.
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4.9. ZADACI 1Z DINAMIKE TELA

ZADATAK 4.1. (Zakon o kretanju srediSta masa): Krivaja AB, duzine r=0,2m i tezine G;=10N,
obrce se konstantnom ugaonom brzinom =2 rad/s, dovodeci u kretanje kulisu i1 klip D, povezan sa
njom (¢ija je ukupna tezina G,=20N, duzina 2a=0,4m). Na klip, u toku kretanja deluje konstantna
sila Q=50N. Zanemaruju¢i trenje, naci najveci horizontalni pritisak X4 na osovinu A krivaje. Uzeti

daje g=10m/s’.
Resenje: Posmatra¢emo kretanje celog sistema:

=YX =X,-0. Ovdeje: <BAD =p=an,
| le——>X x,m; + x,m, G, 10 G, 20

Q c M 1 g 10 g, m, g 10 4

r
x; =—coswt =0,lcos2¢, x,=a+rcoswt=0,2+0,2cos2t.

Diferenciranjem koordinate teziSta po vremenu dobijamo:
1-0,lcos2t +2-(0,2+0,2cos2r) .. 1

2
X = S : xc:-5(0,1+0,4)-4cos2t=—§cos2r.

X, =0+ Mx_ =50—3-§c0s2t=50—2cos2t.

Maksimalnu vrednost pritiska ima¢emo za cos2t=-1: X, =50+2=52N.

ZADATAK 4.2. (Zakon o promeni Kkineticke energije sistema): Disk mase m=12kg,
polupre€nika R=12cm, rotira sa n=6000b/min oko nepomicne ose O kroz
centar. Odrediti potrebni koeficijent trenja izmedu kocnice i diska da bi se disk

F l & . zaustavio nakon 20 obrtaja, pritiskom kocnice na disk silom od F=90N.
Poluprecnik inercije diska jednak je i=0,2m. Odrediti vreme do zaustavljanja.
Trenje u osloncu zanemariti.

Resenje: Primeni¢emo zakon promene kineticke energije:
Ep —Epo=Y A =Ap, . Kineticka energija pri obrtnom kretanju jednaka je

1
Ep =—Jao?, gde je moment inercije J = mi? =12.02% = O,48kgm2. Pocetna

2
ugaona brzina obrtanja diska jednaka je: w:%’:” '3%00—20 =62 8% Na kraju kretanja je
ugaona brzina, a samim tim 1 kineticka energija diska, jednaka nuli. Ugao koji disk opiSe za
N=250b jednak je ¢=2aN =507 =157rad —157% =9000°. Posto je sila trenja F, =uN | rad sile
trenja jednak je:

Ap, =—M-p= ~(F,R)- 9 =—~(uFR)- @ =—11-90-0,12-157 = ~1695,6 .

Zamenom svih vrednosti dobijamo:

1 - 1 2 946,5
——Jw? =—F,Rp —>——048-62,8° =—1 46,5 =1 = =
0-—Jo WRp—>=—048-628 695,640 — 9465=16956—> u 6956
Iz jednacina jednakousporenog obrtanja sledi:
a)=a)0—€t — 0:(00—6'[—) 6120)():62,8—) 82@.
1 1628 157
@= a)ot—aéf — 157=628 - 2 > 157=62,8¢-314t —> t=s =5
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ZADATAK 4.3. (Zakon o promeni Kineticke energije sistema): KaiSnici A i B, spojeni kaiSem
obréu se tako da kaiSnik A ima ugaonu brzinu
@, =314rad/s. Masa kaiSnika A, poluprecnika

R=15cm, iznosi 4,5kg. Masa kaiSnika B, poluprecnika
r=10cm, iznosi 3kg a masa kaisa je /kg. Da bi se kocilo
ovo obrtanje, na kaisnik A se deluje silom F=80N, preko
papuce za kocenje. Koeficijent trenja papuce o kaiSnik
iznosi w=0,45. Zanemaruju¢i trenje u leziStima i
smatrajuci da su kaiSnici homogeni puni diskovi, odrediti koliki ¢e broj obrtaja izvrsiti kaiSnik A
dok se ne zaustavi.

Resenje: Zakon promene kineticke enegije sistema glasi: Ej —Eyg = ZAi gde je Ej =0. Brzine
svih tacaka kai$a su jednake medusobno: v, = Ray =raxy =015-314=4,71m/ s ,
pasledi o) = L/ Ve 47,1@.

r 0,1 K

Momenti inercije kai$nika: J, = Lo R =L 45,0152 —0,0506kem?, 75 = Lmgr? =13.012 = 0,015kgm?.
2 2 2 2

Sa tim podacima se mogu izracunati kineticke energije pojedinih tela i1 celog sistema:
Ey = %JAwg,- Ep =%J3a>52; Eix :%mkv,% = Bty =B + Egp + Egic = 2494 +16,64 +11,09 = 52,6Tkgm* / 5.
Rad sile teze jednak je nuli (teziSta se pri kretanju ne pomeraju). Ugao obrtanja do
zaustavljanja ¢ = 2V, rad sile trenja:

Ag, = —(uFR)- ¢ = —(uFR)- 22N = —0,45-80-0,15- 272N =339 N.
Zamenom svih vrednosti u izraz E;; — Eyo = »_A; dobijamo:

0-52,67=-339N —52,67=339N > N = 52,67

=155.

>

le—

LS ZADATAK 4.4. (Dalamberov princip): Dizalica, na prepustu
=S grednog nosaCa AB, podize teret tezine Q=20N sa usporenjem

. B qc a=2m/s’. Odrediti reakcije u osloncima grede ako je teZina grede
a b G;=40N, tezina dizalice G,=10N. Dato: a=2,5m; b=0,5m; ¢=30cm;

B d=20cm.
Resenje: Teret se podiZze sa usporenjem pa je vektor & usmeren
suprotno vektoru brzine. Inercijalna sila je usmerena suprotno smeru 03
; 0 20 =
ubrzanja tereta i ima intenzitet: F"' =ma==a=——-2=4,08N. Y
g 9,81 A - !
. . . L / Gl BAy | |F"
Na sistem deluju sile (aktivne, reaktivne i inercijalne): E v E| G,
T A T )
m >
G.Gy, Q. Fy, Fg . Q va

1z uslova fiktivne ravnoteze sledi:
> My =0; Fg-25-0-31+F"-31-G,-27-G;-15=0

2,5F5 —20-31+4,08-31-10-27-40-15=0—> 25F—13635=0 — Fy=>5454N.
DY=0; Fy+Fg+F" -G -Gy—0=0—> Fy+5454+408-40-10-20=0—> F, =1138N.
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ZADATAK 4.5. (Dalamberov princip): Odrediti intenzitete
vertikalnih reaktivnih sila na prednjim i zadnjim osloncima
dizalice pri spusStanju kontejnera 3. Spustanje se obavlja sa
usporenjem a= 2,45m/s2. Tezina dizalice G,=46,8kN; teZina
kontejnera Gx=18kN a sila otpora spustanju kontejnera R=12kN.
Velicine rastojanja su date na slici.

Resenje: Inercijalna sila je usmerena nadole i brojno je jednaka:

Fit = ma=9K 4 :£~2,45 — 4,5kN.
981

g
1z uslova fiktivne ravnoteze sledi:

D Mp=0—> Y, =429N, DY Y =0-> Y =144kN

ZADATAK 4.6. (Dalamberov princip): Transportno vozilo, mase
m=10t, prevozi teret iste mase. PoloZaji tezista vozila i tereta su dati
na slici, pri ¢emu su duzine: b=2,3m,; d=3,8m, [=5,8m, h,=2,1m;
hc=1,7m. Naéi ubrzanje vozila ako su zadnji tockovi pogonski a
koeficijent trenja izmedu to¢kova i podloge 1=0,6.

Resenje: Inercijalne sile vozila i tereta su usmerene suprotno smeru

ubrzanja, intenziteta: F " —ma . Tezine tereta i vozila su jednake i
iznose G =mg =9810N. Sila trenja deluje na pogonski tocak suprotno

smeru obrtanja tj. u smeru kretanja: /), = 1N p . 1z uslova fiktivne ravnoteze dobija se:
> My =0; Np-58-G(58-38)-G(58-23)-F" -1,7-F" -21=0— N =095G+0,655F"".
F,=uNg= 0,6(0,95(; +0,655F™ ): 057G +0393F™

S X, =0; F,—F"—F" 20— 057G+0393F" —2F" =0 —057mg —1607ma =0 —> a =218 _348™
1,607m 52

z ZADATAK 4.7. (Dalamberov princip): Na osovini AB, zanemarljive

8 tezine, koja se ravnomerno obrée konstantnom ugaonom brzinom

—E - w="7rad/s,ucvriena su dva jednaka tereta Cije su mase m=17kg. Odrediti

@ reakcije u osloncima A i B za prikazani poloZaj ako je h=20cm.
h
=~ Resenje: Y

° D «|  Ubrzanja tereta ¢e biti jednaka (uzimajuéi da je B Xp

mea | rastojanje h=0,2m): Fin al
5 _ .2 2 _ m
i hoh < a=ay=ho”"=02-7 —9,8S—2, &3 0 ZJ
AN m mg [© pin
ay =ay =15ho* =147, S

(tangencijalna komponenta ubrzanja je jednaka nuli pri obrtanju 4 rgg X
konstantnom ugaonom brzinom). Normalna ubrzanja su usmerena ka osi Ya

rotacije, inercijalne sile su usmerene suprotno od njih i imaju intenzitete:
F™ = ma; =1-98=98N, Fi" =ma, =1-147=147N . Iz uslova fiktivne ravnoteZe sledi:
DY =0; Y —mg—mg=0 — Y,=2mg=2-1-981=19,62N,
My =0; Xp-08+F;"-02-F"-0,6+mg-03-mg-02=0
0,8X5 +14,7-0,2-9,8-0,6 +9,81-0,3-9,81-0,2=0—> 0,8X5 -1959=0 — Xz =2,45N.
> X, =0, Xp+F"-F"-X,=0—> X, =1735N.
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I ZADATAK 4.8. (Rad, Smaga): Na vratilu, koje se obrce
. &lfﬂ, gy konstantnim brojem obrtaja n=7500ob/min, ucvrieni su pogonski

, kaisnici datih prec¢nika. Sile u slobodnim ograncima kaiSeva iznose
;’:j T;=1800N i1 T,=1500N. Odrediti rad koji vr$i pogonski moment M,

Q 18T, Q za t=20min 1 potrebnu snagu P. .
T, m 750 ra
‘% Resenje: Ugaona brzina: @ = — = =257 =785——,

30 30 s
za t=20min=1200s ugao obrtanja vratila: ¢ =@ =257 -1200 = 300007 rad.

Momenti na kaiSnicima racunaju se preko obimnih sila:

M, =(18T; - Tl)% =08- 1800% =360Nm = 0,36kNm ,

M, = (2T, — Tz)ﬁ — 150028 _ 600Nm = 0,6kNm
2 2

Ukupan rad: A=Mp+M,p= 036+ 0,6)~ 300007 = 288007 kJ ;

A 288007

- P=—= =T754kW .
potrebna snaga: p 1200

ZADATAK 4.9. (Zakon o promeni momenta koliine kretanja): Na toCak polupre¢nika r=40cm,
tezine G;=20N, koji se obrée oko nepomi¢ne horizontalne ose O, namotan je konac na ¢ijem je
kraju teret G=30N. Na toCak deluje obrtni moment M=40Nm. Smatraju¢i tocak materijalnim
kruznim prstenom, odrediti ubrzanje tereta a.

v d ,
Resenje: Primenom zakona o promeni momenta koli¢ine kretanja 7; => M ZF’ ,
‘ gde je z osa postavljena kroz tacku O, normalno na ravan tocka dobija se:
S M =M -Gr=40-30-04=28Nm; m=2=3"3kg m =G~ 2kg,
G Tv g 10 g
L = (LZ)ter +(Lz)mc =rmv+rmyy = rv(m+m1) =04v-5=2v
dL, zzﬂ; 2@:28, jﬂ:azﬁzmﬂ.
dt dt dt dt 2 52

ZADATAK 4.10. (Zakon o promeni momenta kolifine kretanja): Odrediti ugaono ubrzanje
tocka, (polupre¢nika R=0,4m, tezine G=40N, poluprecnika inercije za osu obrtanja i.=0,2m), ako su
sile u kaiSniku, koji toak dovodi u kretanje, F;=60N 1 F>,=50N.
Resenje: Po zakonu promene momenta koli¢ine kretanja imamo:

a, _ > MY M =FER-F,R=04(60-50)=4Nm.

dt :
F1
J. = Mi%; LZ=sz=Eijwzﬂ-o,m-w:o,mm; dLZ:i(O,l6a)):O,l6g;
g 10 dt dt
0165 =4 =5 =+ —25744
0,16 52
E

2

ZADATAK 4.11. (Zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja): U frikcionom prenosniku,
pritisna sila izmedu vodeceg 1 i vodenog frikcionog tocka 2, obezbeduje se oprugama 3. Odrediti
veli¢inu momenta M; na vode¢em vratilu 1 minimalnu silu pritiska opruga ako na vodeno vratilo
deluje otporni moment M,=2,5kNm. Mase tockova su: m;=25kg i m,=75kg, poluprecnik inercije
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vodeceg tocka i;=0,35d; a vodeni tocak smatrati homogenim diskom. Ugaono ubrzanje vratila 2 je
£=250 rad/s’, koeficijent trenja medu tockovima =0, 3.

Resenje: Momenti inercije tockova:
J =myi? =25(0,35-0,4)* =0,49%gm?

1 (dy ) 1 5 )
Jon =—my| —2 | =—=75-03% =3375kem? .
z2 2’"2( 2) ) gm

Zakon promene momenta koli¢ine kretanja za telo 2:

d
—ZM ->J " 52——M2+(IUF)72,

3,375 -250 =-2500+0,3F"-0,3 — 843,75 =-2500+0,09F — 0,09F =3343,75 —

v - nw, 03w, dw, dw, rad
Posto je noy =nw, - oy ==—==——==15w,, odnosno — =1,5—= —> g =1,5¢, =375——.
! noo 02 dt dt ! 202
. . z _ F, _ d;
Zakon promene momenta koli¢ine kretanja za telo 1: o ZM > J e =M - (,uF )? ,

0,49-375=M;—-03-37152,8-02 — 183,75 = M —2229,2 > M, =22292+183,75=241295Nm = 2,41kNm.

4.10. BRZINE KRETANJA ELEMENATA SISTEMA I NJIHOV ODNOS

Mehanicki sistem 1:

Telo 1 krece se brzinom v;,

N v, v, Vir W
Iz sli¢nosti trouglova: — =4+ — v, = =—
2r r 2r 2

N v, Vv
Iz sli¢nosti trouglova: —4 = -2
2r r

:]l Za telo 2 bice v2=v I R
2r 2 4
Vi

Y

®>Translacija ®> Rotacija Telo 3 > W, = el Telo 4 > W, = Yy = el
@ @ 2r r 4r
Mehanicki sistem 2:
Telo C krece se brzinom v,
. VA: \_;D
. c 5 Ve r
Iz sli¢nosti trouglova == > v,=
? r
pv
r
© Translacija Ve —
Ve Vv V.t Vv
Rotacija a)B:—C_—D_ R _Yc'F' _Yc
R r r R-r R

@ Ravno kretanje
(translacija + rotacija)
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Mehanicéki sistem 3:

Telo A krece se brzinom vy,

v
TeloB > @, ==+
2r
Telo C —>
e vV, Vv V,r v
Iz sli¢nosti trouglova—4 =< — y, =—4—=—4
2r r 2r 2

Va
TeloD - v, =v, =+

@ Translacija 2

Rotacija

© Ravno kretanje
@ Translacija

Mehanicki sistem 4:
Telo 1 krece se brzinom v;,
Telo 2: 1z sli€nosti trouglova

Vo
Vi 2;
3 ¢
pv.

v, Vv
L="L 5y =2y
r2r
v v
w,=2=1
2r r
(D Tosatac s Telo 3: Iz slinosti trouglova
@ - Rotacija N v y
D _ "3 _ _ YD _
@ - Ravno kretanje 2— === >y = ? =V
ror

ZADATAK 4.12. (Zakon o promeni kineticke energije sistema):
Materijalni sistem cine tri tela. Telo 1 je homogeni kotur poluprec¢nika
r=0,1m 1 mase m;=2kg. Telo 2 je koaksijalni kalem, poluprecnika 7 i
2r, mase my=4kg, poluprecnika inercije za osu rotacije i,=0,07m. Teret
3, mase m;=1kg, klizi po hrapavoj horizontalnoj ravni koeficijenta
trenja klizanja p=0,25. Tela povezuje lako nerastegljivo uze. Ceo
sistem se kre¢e u vertikalnoj ravni, bez pocetne brzine, pri cemu je
brzina centra tela 1 jednaka v=v(#). Na¢i ubrzanje tela 1.

ReSenje: Telo 1 vrsi ravno kretanje, trenutni pol brzina nalazi se u tacki dodira diska 1 nepokretnog

kraja uzeta, pa je: = -2-"" Brzina tatke A na telu 1 je: vy=AP, o = 2r-2=2v. Tatka B
CB, r 0l r
na telu 2 imace istu brzinu kao i tacka A tj. vg=v4=2v. Telo 2 vrSi rotaciju oko nepomicne ose pa je:

2 . » .. . .. .
‘;_Bzz_":ﬁ_ Brzina tacke D na telu 2: vy =r-ay =r->=v, 1 jednaka je brzini tela 3 koje se
r r r r

krece translatorno , tj. v;=vp=v.
Zakon promene kinetiCke energije glasi: £y —Eo=> A; gde je

Eio =0 jer sistem krece iz stanja mirovanja.
Izrazi za kinetic¢ke energije (u funkciji brzine v):
telo 1 (ravno kretanje)- disk je homogen pa je

1

Vv 3 3
A1 =—m1r2, o) =L 4dnosno En :—mlvél =222 =1,5v2;
2 r 4 4

telo 2 (rotacija) - J, = myis =4-0,07> = 0,02kgm?,

1 1 v 2 V2 2
Epr=—Jrws =—-002-| — | =001—=v
k2 =520 = (0,1) 0,01
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.. 1 1
telo 3 (translacija) - E3 = Em3v§ = 5-1-\/2 =057 ;

- zEki =E +Ep+E;= 1,5v2 v+ O,5v2 =32

Izrazi za radove sila (u funkciji pomeranja s): za telo 1 (teziSte tela se pomera nadole za /;=s) -
A=A, =+mgh =2-981s=19,62s;  zatelo 2 je rad teze jednak nuli jer nema pomeranja tezista;

za telo 3 (nema visinskog pomeranja teziSta pa je A,,=0, samo sila trenja vrSi rad) -
Fy=mg— F,=pFy=pumg=0251-981=245N; Aj; :AF;I =—F,s=-245s.

ZA[ A +A; +A3=19,625+0-2,455=1717s. Zamenom U Ey; — Eyy = »_A; dobijamo: 3?2 =1717s,

. . d d.
a diferenciranjem: 3-2v7‘;=17,l7?j—> 6v-a=1717v — 6a=1717 — a=£=2,86ﬂ2.

ZADATAK 4.13. (Zakon o promeni KinetiCke energije sistema): Materijalni sistem ¢ine Cetiri
tela. Teret 1, mase m;=1kg, se krece nadole. Telo 2 je koaksijalni kalem
veéeg poluprecnika 2r=0,4m sa ozubljenim delom poluprecnika r=0,2m.
Telo 2 je mase m,=4kg, poluprec¢nika inercije za osu rotacije i,=0,3m.
Delom svoje S$irine ozubljeno telo 3 smatrati homogenim diskom,
poluprecnika r;=1,57=0,3m, mase mz;=4kg. Teret 4 ima masu m,=1kg.
Tela su povezana lakim nerastegljivim uzetom. Ceo sistem se kre¢e u
vertikalnoj ravni, bez pocetne brzine. Naci ubrzanje tela 1.

Resenje: Telo 1 vrsi translatorno kretanje brzinom v. Telo 2 vrsi rotaciju

oko nepomicne ose pa je: co2=21. Brzina tacke na telu 2 koja je u dodiru sa telom 3:
r

- .. .y . 0,5

Vp=r-w = r-—=Y2050. Telo 3 vrsi rotaciju oko nepomicne ose pa je: s =D 7
2r 2 15+ L5r 3r

Brzina ta¢aka na obimu diska 3 jednake su brzini tela 4 koje se krece translatorno , tj. vp=v3=0,5v.

Zakon promene kineticke energije: Ej —Eyo=> A; gde je E;n=0 jer

sistem krece iz stanja mirovanja.
Izrazi za kineticke energije (u funkciji brzine v):

-1-v2=0,5v2'

2

. 1 1
za telo 1 (translatorno kretanje)- £y = Emlvlz =3
za telo 2 (rotacija) - J, = mzz% =4.03% =036kgm?,

Epp =

1 1 v 2 V2
—Jys =—-036-| — | =018——=1125%;
2 2 04 016

. . 1 2
za disk 3 (rotacija) -J;3 = 5m3r32 =0,18kgm® £, = %J3w32 = % : 0,18-(0—V6j =0.2507;

.. 1 1
za telo 4 (translacija) - Ex4 = 5 myvy = 5 1 (O,Sv)2 =0,125v7

— > By =0.5v% + 112507 +0,2507 +0,125v% = 202,

Izrazi za radove sila (u funkciji pomeranja s): za telo 1 (teziSte tela se pomera nadole za h;=s) -
A=A, =+mgh =1-981s =98ls;

za tela 2 13 je rad sile teZe jednak nuli jer nema pomeranja tezista;
za telo 4 (pomeranje /y=s4, posto je v4=0,5v —s5,=0,55) - Ay =A,,; = +myghy =1-981-055 =4,905s ;

SA; A +A; +A3 =981s+0+0+4,9055 =14,715s. Zamenom u Ey, — Eyo = » A; dobijamo: 2v* =14715s,

a diferenciranjem po vremenu: 2- 2v% = 14,715;‘; — 4v-a=14715v — a=—"—"=368—.
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A 5% ZADATAK 4.14. (Zakon o promeni kineti¢ke energije
sistema): Na disk, poluprecnika R=0,5m 1 tezine G=50N,
. p hamotano je uze, prebaceno preko nepomi¢nog kotura O i
C »'C zategnuto teretom D, tezine Q=40N. Odrediti brzinu i
Q ubrzanje centra diska C, nakon predenog puta s, ako je
"T_, vep=0. Krak otpora kotrljanja diska je k=0, Im, poluprecnik
inercije diska za centralnu osu je i=0,4m. Masu konca i

kotura o zanemariti.

B

)

Resenje: Ey=0, tj. Ex=2A4;. (a)

I o (1 2 1 2
Ey = Ejyer + Epgisk = S+ (5 mgve + EJ c® ]

0 G Ve _ Ve
:—:4](’ :—:5](, a):—:—:zv »
my g 8 My g b4 R 05 C
Vp=va=2ve, J_ =my-i* =5-0,4% =08kgm’

E, =%-4-(2vc)2 J{%-S-vé+%-0,8-(2vc)2)=vé(8+2,5+1,6)=12,1vé;
Rad vrsi sila Q 1 spreg koje €ine sile N 1 G. Posto je vp =2v¢, pomeranje tereta h=2s (gde je s
pomeranje centra diska). Radovi sila jednaki su:

Ap=hQ=250=80s, A, = —EGS =- 8’; -50s =—10s, > A; =80s—10s =70s.

R
Zamenjujuci u jednacinu (a) dobijamo brzinu centra diska: 12,1\% =70s — v% = 7—05 =5,78s
Radi odredivanja ubrzanja diferenciramo jednainu po vremenu (ds/dt=vc):
dVC_7 éjd\)c_ 70 m

121-2v,- —= 0 ar=——=289—.
Car dt dr € 242 $2
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DODATAK — kratak pregled formula
Algebra

Stepenovanje: (a + b)2 = a® +2ab +b* (a— b)2 —a? —2ab+b* o’ b= (a+b)a—-b)
2
_h+ _
kvadratna jednagina: ax® +bx+c=0 — X = bx Zb dac
a
Trigonometrija
b legla katet
A cosa:—:lmh'egfﬂ, os f=—, tga:%
c ipotenuza c
b “ c ?=a*+b* P i b b
Sino = a _ naspramna ateta Csinfi=2 wgp="2
B c hipotenuza c a
c a B sina
Trigonometrijske identi¢nosti: sin’ a+cos>a=1  iga =
cos o
. 1800 0 o T o T o T 0o
Merenje uglova: lrad =—— —> 180" =7z, 30" =—, 60" =—, 45 =—, 90" =—.
/4 6 3 4 2

o sin(a + )= sina cos B+cosa sin f§
Adicione formule:

sin2a =2sina cos o cos2a = cos® o —sin® a

Vrednosti trigonometrijskih funkcija nekih uglova:

cos(a iﬂ): cosa cos BFsina sin ff

o 0 30" 45° 60" 90" 180’ 270’ 360"
sina 0 1/2 J2/2 | 3/2 1 0 -1 0
cosa 1 372 | 272 1/2 0 -1 0 1

. b c
Sinusna teorema: = =
sina sinff siny
Kosinusna teorema: ¢* = a* +b* —2ab cos 4
B

Izvodi yzf(x)—)y’:ﬂ; y:f(t)%yzﬂ

dx dt

osnovne funkcije zbir | proizvod

funkcija | const. X" " sinx sint cos X cost u+v uy
izvod f-je 0 P "1 cos X cos't -sinx -sint u'+v' | u'v+vu
Primeri: y=x> > )y =2x; y=£ —yp=3t>; x=2—>x=0; x=t—>x=1

x=4sint >x=4cost;

( ) u=u(v) v=v(t)—)d=u(v)-\>(t)
x:cos2t—>x:(cos2t) ( ):( sm2t)( ):—ZSinZt

y=cost =y =—sint,;
Izvod slozene funkcije:
u= u(v) v=v(x)->u =u'(v)-

y=2t—5cost —))'/:2-1—5-(—sint):2+5sint

y=55in7zt—)j/:5(sin7zz‘) () =5(cos t)-(z-1)=57wcosmt
Integrali
n+l
[dx=x+C [dt=t+C jxndx:x l+C [sintdt =—cost+C  [costdt =sint+C
n+
2, 5 A
Primeri: j2ta’t=2jtdt=25=t +C j(cost+4t t=sint+4?+C
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