8. VIJEZBE - DIFERENCIJALNE JEDNADYZBE

DIFERENCIJALNE JEDNADZBE DRUCOG REDA SA KONSTANTNIM
KOEFICIJENTIMA

y' +ay +by = f(x)

Najprije éemo promatrati homogeni slucaj kada je f(z) = 0,
y' +ay + by =0.

Pretpostavit ¢emo da rjesenje takve homogene diferencijalne jednadzbe drugog
reda mozemo zapisati u obliku

y = e)xx
y/ — )\e)w
y// — /\26)\35

Zatim uvrstimo dobivene jednadzbe u homogenu jednadzbu

N2eM 4 ale™ + ber = ()
(A2 +a\+0b) =0

gdje je zadnja jednakost ispunjena onda i samo onda kada je A rjeSenje jednadzbe
M 4a\+b=0.

Ova se jednadzba naziva karakteristicna jednadzba, Cija su rjesenja

U ovisnosti o parametrima a i b, razlikujemo tri oblika rjesenja homogene DJ
drugog reda sa konstantnim koeficijentima:

1. Ako je a®? > 4b, tada su \; i )y iz skupa realnih brojeva i medusobno razli¢iti, a
rjesenje DJ zapisujemo u obliku

Yy = CLeM® + Ohe??®,

2. Ako je a® = 4b, tada su A\; i Ay iz skupa realnih brojeva i medusobno jednaki, a
rjeSenje DJ zapisujemo u obliku

y = C1eM” + CoweM”.

3. Ako je a® < 4b, tada su A\ i Ay iz skupa kompleksnih brojeva i kompleksno
konjugirani Ay = o + i3, A\s = a — i3, a rjesenje DJ zapisujemo u obliku

y = e**(C cos fx + Cysin fz).



Zadatak 1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y//+y,_6y:0.

Karakteristicna jednadzba glasi

M4+A-6=0,
gdje su parametri a = 1 i b = —6, §to znaci da je a® > 4b i rjesenja su realna i
medusobno razli¢ita, A\ = 21 Ay = —3. Prema tome rjesenje DJ zapisujemo u

obliku
Yy = 01€2a: + 026_3x.

Zadatak 2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y' =y —2y=0,
uz pocetne uvjete y(0) =11 %/'(0) =0.

Karakteristicna jednadzba glasi

M —A—2=0,
gdje su parametri @ = —1 i b = —2, §to znadi da je a® > 4b i rjeSenja su realna i
medusobno razlicita, Ay =21 Ay = —1. Prema tome rjesenje DJ zapisujemo u

obliku
y = C1e* + Che ™.

Sada trebamo nadi vrijednosti konstanti uz zadane pocetne uvjete (rijesiti
Cauchyjevu zadacu). Derivacija dobivenog rjesenja je

y = 201e* — Che™®,

pa iz pocetnih uvjeta y(0) = 11 ¢/(0) = 0, dobivamo jednadzbe

¢ija su rjesenja C = % iCy = %, pa je rjeSenje DJ

1 2x _|_ 2 —x
=—¢ —e ",
¥=3 3

Zadatak 3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y' +2) +y=0.
Karakteristicna jednadzba glasi

N 4+2X+1=0,



gdje su parametri a = 2 i b = 1, §to znaci da je a® = 4b i imamo dvostruko realno
rjeSenje \; = Ay = —1. Prema tome rjesenje DJ zapisujemo u obliku

y=Cie™" 4+ Coxe ™.
Zadatak 4. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y' — 4y +4y =0,
uz pocetne uvjete y(0) = 3 i 7/(0) = 2.
Karakteristicna jednadzba glasi
N —4\+4=0,

gdje su parametri a = —4 i b = 4, §to znadi da je a® = 4b i imamo dvostruko realno
rjeSenje A\; = Ay = 2. Prema tome rjesenje DJ zapisujemo u obliku

Yy = 016296 + CQIE@Qw.

Sada trebamo nadi vrijednosti konstanti uz zadane pocetne uvjete (rijesiti
Cauchyjevu zadacu). Derivacija dobivenog rjesenja je

y = 201> + Cy(e* + 2ze*),

pa iz pocetnih uvjeta y(0) = 3 1 y/(0) = 2, dobivamo jednadzbe
)

¢ija su rjesenja Cy = 31 Cy = —4, pa je rjeSenje DJ
y = 3e** — 4ze*.
Zadatak 5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
! /
y +2y +5y=0.
Karakteristicna jednadzba glasi

N F2)A+5=0,

gdje su parametri @ = 2i b = 5, §to znaci da je a? < 4b i rjeSenja su kompleksno
konjugirana, A\ = —1 4+ 2¢ 1 Ay = —1 — 24, §to znadi da je « = —1 1 f = 2. Prema
tome rjeSenje DJ zapisujemo u obliku

y = e *(Cy8in 2z + Cy cos 2x).
Zadatak 6. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y"' + 4y +5y =0,



