PRIMENE INTEGRALA
§ 1. Neki zadaci iz geometrije i statike
Povriina ravde figure

2455. Izratunati povriinu ogranienu linijama P=2x+11ix—y—1=0.

2456. Izratunati povr$iny ogranitenu parabolom y= —x2+4x—3 i nje-
nim tangentama u tatkama (0; 3) i (3; 0).

2457. Izradunati povr$inu ogranidenu parabolom y*=2px i njenom nor-
malom koja sa x-osom zaklapa ugao od 135°.

2458. Izralunati povriinu ogranifenu parabolama y=3x* i y=Vx.
2459. Izralunati povrSinu ogranienu parabolama P+8x+16 i yP—
—24 x=48.

2460. Izratunati povisinu ograni¢enu parabolama y=x%1i y=£;—.

2
2461. Parabola y=52— deli krug x2+)?=8 na dva dela; nadi povriinu

svakog od njih.

2462. Parabola y>=6x deli krug x2+)2=16 na dva dela; naéi njihove
povrsine.

2463. Iz kruga polupretnika a isetena je elipsa Cija je velika osa jednaka
jednom od pre¢nika kruga, a manja osa je 2b. Dokazati da je povriina pre-
ostalog dela kruga jednaka povriini elipse Cije su poluose a i a—b.

2464. Naéi povriinu ogranitenu lukom hiperbole i njenom tetivom koja
prolazi kroz Z%ifu i normalna je na realnu osu.

2465. Hiperbola x2—2 yz=% deli krug x2+)?=d* na tri dela; naéi
povriinu svakog od njih.
2466. Hiperbola i22——y’+~l deli oblast ograni¢enu elipsom 1‘:—-+ =1 na

tri dela: izratunati njihove povr3ine.



‘Du%ina luka krive®.
) o a (X2 _E=
2519, Izradunati duZinu luka lan&anice y='§-(e' +e ') (od x,=0 do
-b)

2520 Izraéunatl duZinu luka parabole y2=2 px od temena do tatke M (x,7).
(Za nezavisno promenljivu uzeti y.)

2521. Naéi duZinu luka krive y=Inx (od x,=}3 do x,=V8).
2522, Naéi duzinu luka krive y=la(1—x) (od x%,=0 do x,=-;—).

2523. Na¢éi duZinu luka krive y-ln:: (od x,=a do x,=b).

2524. Izrafunati duZinu onog dela semikubne parabole y2==—§—' (x—1)3,
koji leZi unutar parabole y2=—’;—-. ‘

2528, Izradunati dufinu onog dela semikubne parabole 5)*=x%, koji
leZi unutar kruga x2+)2=6.

2526. Izratunati duZinu petlje krive 9 ay®=x(x—3a)

2527. Naéi obim jednog od krivolinijskih trouglova koji obrazuju apscisna
osa i krive y=Incosx i y=Insinx.

' 2528. Naéi duZinu luka krive y-%z-——!eg—‘, izmedu n_;ene najniZe tafke

i temena (teme je talka na krivoj u kojoj krivina krive dostiZe ekstremnu
vrednost).

2529. Naéi duZinu krive y=} x—x2+arcsin} x.

2530. Nati duZinu krive (y—arcsin x)2=1—x2,

2531. Na cikloidi x=a(t—sin#), y=a(l—cosf) naéi tatku koja deli
duZinu prvog svoda cikloide u odnosu 1:3).

2532. Tatke A(R, 0) i B(0, R) lee na astroxdn x=Rcos’t, y=-Rsm3t'
odrediti na njoj tatku M koja deli dufinu luka 4B u odnosu 1:3.

- 2533*. Nadi duZinu luka krive
v 2 2

\3 3
(i) +(l) -1
a b .
2534. Naéi duZinu luka krive x=a¢os’ t, y=asinst.
2535. Naéi duZinu luka traktrise x=a(cost+ Intg —;—) » y=asint od nje-
ne tatke (0, a) do njene takke (x, y).



2549. Za koje se vrednosti izloZitelja k (k#0) duZina luka krive y=ax*
moZe izraziti pomoéu elementarnih funkcija? (Pozvati se na Cebisevljevu teo-
remu o integrabilnosti (u kona¢nom vidu) diferencijalnog binoma).

2559. Nadi duZinu krive zadate jednadinom y= f Vcos x dx.
T

2
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2551. Izratunati dufinu luka krive x— f D57 4z, y= f $02 gz, od ko-
V4 zZ
* 1 1 .
ordinatnog poletka do najbliZe tatke u kojoj je tangenta krive paralelna ordi-
natnoj. @si.
2552. Uveriti se da je duZina luka sinusoide y=sinx koji odgovara jed-
nom njenom periodu, jednaka duini elipse &ije su poluose /2 i 1. '
2553. Pokazati da je duZina luka ,,prikratene‘ ili ,,izduZene cikloide
X=mt—nsint, y=m—ncost (m i n su pozitivni brojevi) u intervalu od ¢,=0
do t,=2m, jednaka duZini elipse sa poluosama a=m+n i b=|m—n|.
2554*, Dokazati da duZina 'elipse sa poluosama a i b zadovoljava nejed-
nakosti m(a+b)<L<n)2-Ya®+b*> (zadatak Johana Bernulija).

Zapremina tela

2555, Izralunati zapreminu tela ograni¥enog povrinom koja nastaje obr-
tanjem parabole }2=4x oko njene ose (obrtni paraboloid), i ravni normalnom
na tu osu, postavljenom na odstojanju 1 od temena parabole.

2556. Elipsa &ija je velika osa 2a, a mala 2b obrée se: a) oko velike
ose, b) oko male ose; naéi zapremine dobijenih obrtnih elipsoida. Kao speci-
jalan sludaj izvesti otuda obrazac za zapreminu lopte.

2557. Simetri¥an parabalitni segment &ija je osnovica a i visina h, obrée
se oko osnovice; izratunati zapreminu tako nastalog obrtnog tela (Kavaljeri-
jev ,limun®).

2558. Figura koju obrazuju hiperbola x*—)2=a? i prava x=a+h (h>0)
obrée se oko apscisne ose; na¢i zapreminu obrtnog tela.

2559. Figura koju obrazuju kriva y=xe*, prava x=1 i x-osa obrée se
oko x-ose; naéi zapreminu tako nastalog obrtnog tela.

e&+e*

2560. Lan&anica y= se obrée oko apscisne ose i obrazuje po-

viiinu koja se naziva katenoid; naéi zapreminu tela ograniéenog kateno-
idom i dvema ravnima normalnim na apscisnu osu i udaljenim od koordinat-
nog poletka za g i b jedinica.

2561. Figura koju obrazuju luci parabola y=x? i 2=x obrée se oko
apscisne ose; izrafunati zapreminu tako nastalog obrtnog tela.

2562. Na¢i zapreminu tela koje nastaje obrtanjem petlje krive (x —4) y2 =
=x(x—3) oko apscisne ose. '



2563. ,,Krivolinijski trapez‘‘; sa osnovicom [0, 1], ogranien lukom krive
y=arcsin x, obrée se oko x-ose; nadi zapreminu tako nastalog tela.
2564. Segment parabole y=2x—x?, &ja je osnovica. [0, 2], obrée se oko
ordinatne ose; izrafunati zapreminu tako nastalog tela.
2565. Figura koju obrazuju luk krive y=sinx i odse€ak [0, =] apscisne
ose, obrée se oko ordinatne ose; naéi zapreminu tako nastalog tela.
~ 2566. Naéi zapreminu tela koje nastaje obrtanjem leminskate (x2+ y?)? =
=a?(x2—)?) oko apscisne ose.
2567. Izratunati zapreminu tela koje nastaje obrtanjem Kkrive:
1) *+yt=a2x?; 2) x*+y*=x%
2568. Jedan svod cikloide x=a(t—sin t), y=a(l—cos t) obrée se oko
svoje tetive; izrafunati zapreminu tako nastalog tela.
2569. Svod cikloide (vidi prethodni zadatak) zajedno sa svojom tetivom '
obrée se oko svoje ose simetrije; naéi zapreminu tako nastalog tela.
2 z z

2570. Nadi zapremmu tela koje nastaje obrtanjem astroide xT+ y=ad
oko svoje ose simetrije.

2571. 'Deo krive x=£2-co$3 t, y=£bz-sin3t (evoluta elipse) koji leZi u
a ,
prvom kvadrantu, zajedno sa odgovarajuéim odse&cima koordinatnih osa, obrée
se oko apscisne ose; naéi zapreminu tako nastalog tela.

2572. Izralunati zapremiinu beskrajnog vretena koje nastaje obrtanjem

1 . .
oko svoje asimptote.
1+ x2

2573. Izratunati zapreminu tela koje nastaje obrtanjem krive y2=2exe—2*
oko svoje asimptote.

2574*. Figura koju obrazuju kriva y=¢-*"i mena asimptota obrée se
jedanput oko apscisne, a drugi put oko ordinatne ose; 1zraéunatl zapremine
tako dobijenih tela,

2575*. IzraCunati zapreminu tela koje nastajé obrtanjem krive y=x2e—*
oko svoje asimptote.

krive y=

2576. Figura koju obrazuju kriva y=w i njena asimptota obrée se
x s

" oko apscisne ose; izratunati zapreminu tako nastalog tela.

2577*. Izralunati zapreminu tela koje nastaje obrtanjem cnsonde

yi= (@>0) oko njene asimptote.

2a—- : ..
2578. Nadi zapreminu tela koje nastaje obrtanjem traktrise

t . . .
x=a (cos t+Intg —2—) , y=asint oko njene asimptote.



2593. Dva kosa kruZna cilindra imaju istu visinu H i zajedniCku gornju
osnovu polupreénika R, a donje im se osnove dodiruju (sl. 48); naéx zapre-
minu zajednitkog dela cilindra.

Povr§ina obrtne povr$i
2594, Naéi povrSinu povr¥i koja nastaje kad se luk parabole y2=4ax
od njenog temena do tafke sa apscisom x=3a, obrée oko apscisne ose.

2595. Izradunati povriinu povrsi koja nastaje obrtanjem parabole trefeg
stepena 3 y—x*=0 oko apscisne ose (od x,=0 do x,=a).
[

2596. Izratunati povriinu katenoida (ﬁporedi i zadatak 2560) koji nas-

X x

a/x
taje obrtanjem lan&anice y=-—2—(e!' +e ") oko apscisne ose (od x,=0
do x,=a).

2597. Obrtanjem elipse —x;+£———l oko velike ose dobija se izduZeni
a

obrtni elipsoid, a obrtanjem oko male ose — spljoStepi obrtni elipsoid.);
naéi povriinu i jednog i drugog.

2598. Izradunati povrinu tela ko_,e nastaje obrtanjem jednog svoda kitve
y=sinx oko apscisne ose.

2599. Luk krive y=tgx od tatke (0, 0) do tatke (-4-, 1) obréa se ako
apscisne ose, izralunati povriinu tako nastale povrii. ‘

2690. Na¢i povriinu tela koje nastaje obrtanjem petljc krive 9a)*=
=x3a- x)2 oko apscisne ose.

2601. Luk kruga x2 +)*=a? koji leZi u prvom kvadrantu,obrée se oko
svoje tetive; izratunati povr¥inu tako nastalog tela.

2602. Naéi povriinu povrdi koja nastaje obrtanjem oko x-ose luka krive

x=¢sint, ym=éecost od t,=0 do t.=—2-a

2603. Naéi povriinu tela koje nastaje obrianjem astroide x=acos’t,
y=asin3t oko apscisne ose.

2604. Luk cikloide obrée se oko svoje ose simetrije; naéi povrimu tako
nastale povrii (vidl zad. 2568).

260S5. Nati povriinu tela koje nastaje obrtanjem kardioide p=a (1 +cos o)
oko polarne ose.

2606. Krug p==2rsmq> obrée se oko polame ose; na¢i povriinu tako
nastalog tela:

2607 Izralunati povriinu tala koje nastaje obrtanjem lemniskate p?=
=a?cos 2¢ oko polarne ose.
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