PRIMENA INTEGRALA

Pre nego Sto krenemo sa izra¢unavanjem povrsine, duzine luka, zapremine ili povrSine rotacione povrSi moramo
odraditi:

- pomocu par tacaka ispitamo tok i nacrtamo krivu ( krive)ako je to neophodno

- granice integrala nademo kao reSenje sistema jednacina od datih krivih(njihov presek)

- pronademo odgovarajuc¢u formulu

- integral je u najve¢em broju sluc¢aja bolje resiti bez granica,kao neodredeni , jer u slu¢aju smene moramo
menjati granice...

1. Izracunati povrsinu figure ograni¢ene lukom krive y = —x* +2x ipravomy = 0.
ReSenje:

Data kriva je parabola, ispitivanje toka i kako se crta njen grafik je detaljno objasnjen u delu “kvadratna funkcija”,
ali kako nama ne treba ispitivanje celog toka, ve¢ samo nekoliko tacaka, na¢i ¢emo:

1) Grafik funkcije y = —X* +2X see x osu u tackama gde je —X* +2Xx=0,tojestzax=0ix =2

1) Nademo prviizvod: y'=-2x+2, y' =0 za —2x+2=0 tojest x=1. Ovu vrednost zamenimo u pocetnu
funkciju: y=-1+2 =1, pa je tatka (1,1) maksimum.

1i1) Sad ve¢ mozemo skicirati grafik

A
y

y =-—4x* +2x

Mi trebamo naci povrSinu osenc¢enog dela, pa je jasno da granice integrala idu od 0 do 2, a posto je deo povrSine

koji trazimo iznad x ose, u integralu ne moramo uzimati apsolutnu vrednost . Dakle:

2 X x2 2 2’ 0 8 4
P=[(=x>+2X)dx = (-2 +22) =[(-= +2))—(=+0)]=-"+4=—
!( ) ( 3 2)0 [( 3 ) (3 )] 3 3

Trazena povrSina je dakle  P= %



2. Izraunati povrsinu figure koja je ogranicena linijama: y=2x>+1 i y=x>+10

ReSenje:

Tacke preseka ove dve krive,koje ¢emo dobiti reSavanjem sistema jednacina, ¢e nam dati granice integrala:

y=2x>+1
y=x>+10

2x* +1=x>+10
X’ =9 Dakle integral “ide” od —3 do 3
X =23

Dalje ispitamo nekoliko tacaka da bi skicirali grafike:

y=2x>+1 y=x>+10
2x*+1=0 x> +10=0
xzz—% x* =-10

Ocigledno ni jedna parabola nema preseke sa x osom, nadimo im temena (ekstremne vrednosti)

y=2x"+1 y=x>+10

y =4x y' =2x

4x=0 2x=0

x=0 x=0

y=1 y=10

(0,1) je minimum (0,10) je minimum
y-osu sece u 1 y-osu sece u 10

Nacrtajmo sada sliku:



y=2x>+1

Trazena povrsina je ovo osen¢eno izmedu parabola, i nju ¢emo naéi kada od povrsine ispod gornje krive oduzmemo
povriinu ispod donje krive, odnosno u integralu oduzmemo donju (Y = 2x> +1) od gornje parabole

(y=x>+10)

Vazno: PoSto je grafik simetri¢an u odnosu na y osu, odnosno parne su obe funkcije, lakSe nam je da
izracunamo povrs$inu od 0 do 3 pa da to pomnoZimo sa 2.

3
P= I[(Xz +10)—(2x> +1)]Jdx  odnosno ,pametnije je:
5

X3

3 3
3
P=2[[(¢ +10) - (2X* + DJdx =2 (-x’ +9)dX =2(==-+9%) =2#18=36
0 0

TraZena povrSina je dakle  P=36

3. Odrediti povr§inu lika ograni¢enog lukom krive y*> + y + X = 6 i osom Oy.
ReSenje:

U ovom zadatku nam je pametnije da izrazimo X, a da trazenu povrsinu izratunamo “po y”’

y +y+x=6
2 2 1£5 )
X=-y " —y+6 -y -y+6=0 Nademo y;,= pajeyi=-3, y2=2
. . . 1 . 1
X =-2y—-1 x =0 za -2y-1=0 paje yZ—E tO_]CStX:6Z

Tacka (6% , — % ) je maksimum kad razmiSljamo ““ po y”



X=-y>—y+6

Radi¢emo integral po y, gde nam granice ocigledno idu od - 3 do 2.

h Py’ 2 125
P- _jf—yz —yrOdy = (L) =

. ... 125
Trazena povrSina je o

. Izracunati povrSinu figu jaj ic inij = =e i x=
4. Izracunati povrsinu figure koja je ogranicena linijama e, e 2

ReSenje:

Ovde se radi o graficima elementarnih funkcija. Ako niste upoznati sa njima, napravite tablicu vrednosti, u kojoj
¢ete birati vrednosti za X 1 izraCunavati y.

Xy

X=2

Sa slike je o¢igledno da osenéena povrsina ide po x od 0 do 2, da je donja kriva y = €™ a gornja krivay = "
2

2
P= I(eX —e™)dx =(e” +e‘x)O =@*+e?)—(e"+e ") =e*+e7 -2
0

Trazena povr$inaje e* +e~> —2



5. Odrediti zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko ose Ox dela povrsi ograni¢enog lukom krive
y =4x— X" i osom Ox.

ReSenje:

Ispitajmo najpre par tadaka za parabolu y = 4X— X’ i nacrtajmo sliku:

y =4x-x’
4x—x*=0 paje X@4-X)=0=>x=0vx=4

y =4-2x paje4-2x=0 za x=2aondajey=4

Ay

y =4x - x?

\4

Granice integrala su 014
b
V=r I y2dx

4 4
V= 7zJ'(4x—x2)2dx=7rj(l6x2 —8x> + x*)dx
0 0

3 4 5 4
—r16X—8X X
3 4 570

169 202564 256,512 _ 5127
3 5 15 15

5127

Zapreminu tela je



6. Odrediti zapreminu tela nastalog rotacijom kruga x*> +(y—b)* =’ oko Ox ose (b>r)

ReSenje:

Iz analiti¢ke geometrije znamo da je jednacina kruga (X— p)* +(y—0)° =r” gde su p i q koordinate centra a r
poluprecnik kruZznice.

x> +(y—=b)*> =r* nam govori dajep=0 a q=b, pa ée slika izgledati:
YA

\ e

x> +(y—-b)>’=r> odavde moramo izraziti y

(y-b)y’ =r*-x’
y—b=+(r*—x*)
y=b+,/(r*—x*) Ovde smo dobili dva dela kruznice: gornji y =b++/(r* —x*) idonji y=b—+/(r* - x?)

y

y=b+r’-x*

y=b-+r’—x?

\ e

Rotacija ovog kruga ¢e nam dati telo koje je poznatije kao TORUS, ili po naski guma



¢
;

Zapreminu tela ¢emo dobiti kad od zapremine tela koje nastaje rotacijom gornjeg dela kruznice(puna guma)

\ Ze

oduzmemo zapreminu tela koje nastaje rotacijom donjeg dela kruznice(kao felna,popunjena)

V= 2 (y7 - y2ix
Nadjinio najpre vrednost izraza Yy, —Y;
Yi=yi=(b+(r* =x*))’- (b—/(r’ =x*))’
= (b2 +20Vr% =x% +12) - (b? —2br? =% +12)
=b? +2byr? —x% +17 = b +2bVr’ —x* —r?
= 4bri-x*

Jasno je da granice integrala idu od —r do r

Resimo najpre neodredeni integral:

j\/rz—xde: =J‘1/(r2—r2sin2t)rcostdt

= J'*\lrz(l —sin” t)r costdt
:j ry(1—sin”t)r costdt

posto je 1 —sin’t = cos’t
= Irz cost costdt

X =rsint
dx = r costdt

= Irz cos” tdt



. e . . . 1+ cos2t .1
r* je konstanta pa ¢e i¢i ispred integrala a upotrebiéemo i formulu: cos® t = — pacei 5 kao konstanta

ispred integrala. Dakle:
r2
= 7](1 + cos 2t)dt

r? 1
= —(t+—sin2t
2 ( 2 )

Sta se deSava sa granicama ovog integrala?

o X =rsint : . : : : V3
Smena je bila : ,ZaXx=-r Jje -r=rsint, tojest sint=-1 paje t=-—
dx = r costdt )
. . . . . T
ZaX=Tr je r=rsint, tojest sint=1 paje t=3
Nove granice su dakle A
2 2
Vratimo se u integral:
T

b 2 -
r I .
V= ﬁj(yf —y;)dx= 7z4b? (t+§s1n2t) _27[

2
= 2ﬂbr2[(%+%sin2%)—(—%+%sin(—2%))]

= 2abr’nx
=2br’z?

Dakle, posle mnogo napora, konac¢no resenje je V = 2br’z>

7. Izracunati duzinu luka krive y =In x od tacke x =3  dotatke x=+/8
ReSenje:

Ovde nam slika nije neophodna!



b
Formula za izraCunavanje duzine luka krive je LZJ- 1+ f'(x)*dx, ako radimo po x

a

y=Inx

1 .
y=—- paje
X

I\/1+f (x)*dx = j1/1+( —)’dx= J. 1+— dx I X +1 dx —Igdx uzimamo smenu=

X*+1=t’
2xdx = 2tdt e . x=3=t=2
= _ Da vidimo $ta je sa granicama?
xdx = tdt —J8=t=3
tdt
dx=—
X

= Izsmenejex*=t°— 1 paje sada na$ integral

3 42
t-dt
:j ovde ¢emo kao trik, gore oduzetii dodati 1
2

_3t2—1+1 h t=113 _ _
[ !( hu/ ‘ =(3+ 1/ )(211/ )
=1+ lni

2

konaCno reSenje je L =1+, fln%



8. Izratunati povr$inu povrsi koja nastaje rotacijom luka parabole y>= 4x oko ose Ox na segmentu [0,3]

ReSenje:

\{

Formula za izracunavanje povrsine rotacione povrsi je :

b
S=27 j f(x)W1+ f (x)2dx,pox  xe[a,b]

Ovde su granice ocigledno 01 3.

y>=4x paje odavde y = 2+/X odnosno y'= 2L=L paje Y !
X

2x WX

b 3
S=27rj.f(x),/1+ f‘(x)zdx=2;zj2& 1+l dx
=2r .[2\/_ —dx 2 ide ispred integrala a korene skratimo

=4 j\/ X+1dX uzimamo smenu
0

:x+1=t2
dx = 2tdt

jztzdt = 2% = %1/(x+1)3

3
=47r§ (X+1)°

uradimo neodredjeni integral da ne menjemo granice

0
87 56z
=22 ]-1) =2
3 ( ) 3
56rx

Trazena povrSina rotacione povrsi je dakle : :T



9. Cikloida C je definisana parametarskim jednacinama:

Xx=a(t—sint) i y =a(l —cost)
Izracunati:

a) povrsinu ograni¢enu jednim lukom cikloide i osom Ox

b) duZinu jednog luka cikloide

¢) zapreminu tela nastalog rotacijom jednog luka cikloide oko Ox ose
ReSenje:

Kako nastaje i kako izgleda ta cikloida?

Posmatrajmo kruznicu koja se bez klizanja okrece po pravoj (x osi). Fiksirajmo jednu tacku na kruznici. Kriva koju

opisuje ta tacka zovemo cikloida.

A

\ 4

0 Darn 4an

a) Posmatrajmo ovaj prvi luk cikloide koji je u intervalu [0, 2ar |
A

A

0 2an

b
Ako bi koristili onu univerzalnu formulu za P, bilo bi PZJ- ydx

Ovaj integral bi iSao od 0 do 2arx ,a posto je y =a(l—cost), bice :

y=0=a(l-cost)=0 t=0
y=2ar=a(l-cost)=2ar t=2x

Znaci integral ide od 0 do 27 po' t.

Kako je x = a(t —sint) to je dx =a(l —cost)dt



b 27 2z

P=I ydx = ja(l —cost)a(l —cost)dt=a’ J.(l —cost)*dt
a 0 0

Resimo najpre trazeni integral:

I(l—cost)zdt = I(l—Zcost +cos” t)dt :jldt —2jcostdt + I4d1+ 02()s2t t

=t —-2sint +l(t +lsin2t)
2 2
. I, 1.
=t-2sint+—t+-—sin2t
2 4
=§t —2sint +lsin 2t
2 4
Vratimo se u formulu:
2t —a? (3t rsint 4 Lein o) 27 2342
P=a J.(l—cost) dt=a“(=t—2sint+—sin2t) =3a‘rx
0 2 4 0
Samo mala napomena da su sinusi od 0 1 360 stepeni jednaki 0.

Dakle, P=3a’zr

b) Da izratunamo duzinu jednog luka cikloide:

A

2am

B
Za luk imamo gotovu formulu: LZ.[ X2 (1) + y2 (t)dt

Granice integrala su 0 1 27 . Sredimo i ovu potkorenu veli¢inu pa ¢emo onda reSavati integral.

X=a(t—sint) paje X=a(l--cost)

y =a(l—cost) paje y=asint jer je od jedinice izvod 0

X +y?=[a(l—cost)]’ +[asint]* =a’(1—2cost +cos’ t)+a’sin’t

=a’(1-2cost +cos’t +sin’t)
= a’(2—2cost)
=2a’(1-cost)



=2a*2sin’

N | —~+

=4a” sin?

o |~

Vratimo se u integral:

B 2 t 2z t 2 t t 271_
.|.1/X‘2 )+ y?(t)dt= _[,/4612 sin® —dt = .[2asin—dt =2aJ.sin—dt=—4acos— = 8a
’ 0 2 0 2 5 2 210
Duzinu jednog luka cikloide je L = 8a

¢) Izracunajmo i zapreminu

A

\

arm

2z 2z
V=r I yidx= 7 I[a(l —cost)]’a(l —cost)dt
0 0
2z
=r J. a’(1—cost)’dt konstanta ide ispred integrala
0

2
= 33”_[(1 —cost)’dt iskoristimo formulu (a - b )’
0

2z
=a3ﬂj(1 —3cost +3cos’t —cos’ t)dt
0

Svaki od ovih integrala ¢emo resavati posebno, prva dva nisu problem jer su tabli¢ni, reSimo zato ova preostala dva.

Icoszt = Imdt = lJ‘(l + cos2t)dt = l(t +lsin 2t) = lt +lsin 2t
2 2 2 2 2 4

sint =z

jcos3 tdt = Icostcosz tdt = J‘cost(l —sin’t) = Icostdt —~ Icostsinztdt =
costdt = dz

= sint—jzzdz =

3

23
) Z ) t
smt—? =sint — S




Vratimo se u izra¢unavanje zapremine:

7 3 3 _2
= kad sredimo= 5a’x

sin®t_|2
)]

V= a’z[t-3sint +3( lt +lsin 2t )-(sint -
2 4 3 0

Dakle V=5a’~r"’



