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346.

347.
348.

349.
350.
351.
352.
353.

354.
355.

356.

DERIVIRANJE FUNKCIJA It

Izratunajte koeficijent smjera sekante parabole
vo=2x—x,
ako su apscise presjeCnih tacaka:
a) x; =1, x,=2;
by x; =1, x,=009;:
¢y xy=1, x,=1+h

Kojem limesu teZi koeficijent smjera sekante u posljednjem primjeru, ako
h—0?

Koja je srednja brzina mijenjanja funkcije y = x* u granicama | =

c<247?

Zakon gibanja tacke je s == 2:2+3¢4-5, gdje je put s zadan u centimetrima,
a vrijeme 7 u sekundama. Kolika je srednja brzina racke u vremenu ode =]
do r = 57

Izracunajte srednji uspon krivulje v = 2¥ u intervalu [ =

5.
IzraCunajte srednji uspon krivulje y = f (x) u intervalu [x, x-+Ax].
Sto se razumijeva pod usponom krivulje v = f(x) u zadanoj tacki x?
Definirajte: a) srednju brzinu vrinje, b) trenutnu brzinu vrtnje.

Zagrijano tijelo smjesteno je u okolicu nize temperature i hladi se. Sta znadi:
a) srednja brzina ohladivanja; b) brzina ohladivanja u danom trenutku?
Sta se razumijeva pod brzinom reagiranja tvari u kemijskoj reakciji?

Neka je m = f (x) masa nehomogene $ipke na dijelu [0, x]. Sto se razumijeva
pod: a) srednjom linearnom gustocom $ipke na dijelu [x, x-~Ax]; b) line-
arnom gustocom Sipke u tacki x?

. . Ay . I . .
IzraCunajte kvocijent A} zafunkciju y = — u tacki x = 2, ako je:
a) Ax=1; b) Ax=0,1; <) Ax=0,01.

Kolika je derivacija ' za x=2?

357**, IzraCunajte derivaciju funkcije y = 1g x.

358.

3597

360.

Y, . Ay N ..
IzraCunajte v = lim — za funkciju:
Ax 0 A
a) y=x" ¢) y=+x;
1
by :—\‘2, d) y=ctgx.

* Izratunajte f'(8), akoje f(x) =V x.
Nadite /7 (0), f' (1), f'(2), akoje f(x)= x(x— 1) (x—2)".

361 U kojim ta¢kama se derivacija funkcije f(x) = x* brojcano podudara sa vri-

jednodcu same funkcije, tj. kada je f (x) = f'{x)?

#

367+
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Zakon gibanja tacke je s = 52, pri ¢emu je put s zadan u metrima, a vrijeme
¢ u sekundama. IzraCunajte brzinu gibanja u trenutku r = 3.

Nadite koeficijent smjera tangente na krivulju v = 0,1 x* u tacki kojoj je
apscisa x = 2.

Nadite koeficijent smjera tangente na krivulju v = sinx u tacki (r; 0).

Izracunajte vrijednost derivacije funkeije f(x) == —-u tacki x == x, (x, = 0).
X

Koliki su koeficijenti smjerova tangenata na krivulje y = — 1 v =% U
v
njihovu sjecidtu? Izracunajte kut koji zatvaraju te tangente.
Pokazite da ove funkcije nemaju konacnih derivacija u zadanim tackama:

a) y= 1/;2 u tacki x = 0;
T .
by y=3¥x—1 u tadki x =1;

2k +1

¢) »=|cosx| u taCkama x = n (k=0, +£1, +2, ...

2. Tabli¢noe deriviranje

1°. Osnovna pravila deriviranja. Ako je ¢ konstanta, a u =g (x), v = (x) su funkcije

koje imaju derivacije, onda je

uv4+v'u;

1 (¢) =0; 5y (uv)

‘u\ uv—vu
2 =1 o (1) =S wron

3 (utv) =u+v';

4) (cu) = cu';

2°, Tablica derivacija osnovnih funkcija

, 1
Lo(x" =nx"" " V. (tgx) = —.
COsS "X
I ! N
I WX =-—  (x>0) VI (ctgx)' = Snix
N

o 1 {
1II. (sinx) = cosx. VII. (arcsinx) = :/4__,2 (Ix] < 1).

I—x

(Ix] <D

1
VIII. (arccosx) = _\/I—‘Z
—X

1V. (cosx)'= — sinx.
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IX. (arctgx) = XVIIL (thx) =

1+4x% ch? x
/ 1 , 1
X. (arcctgx) = — . XVIIL (cthx) = — .
x?+1 sh? x
1
XI. (@Y =a"Ina (a > 0). X1X. (Arshx) = .
VIiFx?
XII. (%) = é*. XX. (Archx) =————  (x >1).
AV, Xz—l -
, 1 ) , 1
XII (nx) =~ (x>0). XIX. (Arthx) = 5 (IxI<1).
X 1—x
XIV. (log,x) = —— — 1%82€ (¢ a>0).
xIna x
XV. (shx) = chx. XXII. (Arcthx) = — P~ (|x]>1).
<2

XVI. (chx) = shx.

3°. Pravilo deriviranja slofenih funkcija. Akojey=7() i u= o) tj. y = f[¢ (x)], a
funkcije y i # imaju derivacije, tada je

Vo= Vs ¢y
ili drukdije pisano
dy _dy du
dx du dx’

To pravilo primjenjuje se na »lanac« bilo kojega konatnog broja funkcija koje deriviramo.
Primjer 1. Izratunajmo derivaciju funkcije
y = (x* — 3x - 3)5.
RjeSenje. Stavivii y ==u5, pri &emu je u = x2—2x+3, Imat ¢emo prema {1):
Y= () (0 — 2% 4 3y = 51t (2% — 2) = 10 (x — 1) (x% — 2x + 3)4
Primjer 2. Izralunajmo derivaciju funkcije
y = sin® 4x.
Rjesenje. Stavivsi
y=u* u=sinv; v = 4x,
dobivamo
¥ = 3u?. cosv -4 = 12sin?4x cos 4x.
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IzraCunajte derivacije ovih funkcija (u br. 368 do 408 ne primjenjuje se pravilo
deriviranja slozenih funkcija):

A. Algebarske funkcije

< 1 i
368. = x’—4x’+2x—3. 369. y:?——z—x+.\'2~0,5x4‘
5x?
370, y=ax’+bx+ec. 371, y = — —.
a
6
x°+b
372. y = ar" bt 373. y:ﬂ———;.
a’+b’
. 2 5
374. y=—+In2 375. y=3x*—2x>4x73
X
2 3 2 a b
376%. y = x" A/x". 377, y=57———
Vx? xVx
2x 43
378,y =aT0X 379, y=——t1
c+dx X" ~5x+5
2 i 14z
380. y = —— 381, y = =
2x—1 X 1—\/2

B. Trigonomerrijske 1 arkus-funkcije

382. y =S5sinx+3cosx. 383. y=tgx—ctgx.
384, = JMATCOSX 385. y = 2rsint—(1*—2)cos1.
sin x —cos x
386. y = arctgx+arcctgx. 387. y=xctgx.
1+x%)arctg x —x
388. y = xarcsinx. 38%. y = (—-—w)—gmg———
C. Eksponencijalne 1 logaritamske funkcije
390, y=x e 391, y=(x—-1)e"
X xS
392, y=". 393, y=".
X e
394. f(x) = ecos x. 395. y = (x?—2x+2)e~
XZ
3%6. y = e arcsin x. 397, y=—0-.
nx

4 Demidovid¢: Zadaci
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3

398, y=x’lnx—" . 399,

3 X

I

400. y=Inxlgx—Inalog,x.

D. Hiperbolne 1 arca-funkcije

5

401, y = xshax. 402, y=——.
chx

403, y =thx—x. 04, - Shx
Inx

405. y = arctgx— Arth x.

407, y=-—-—. 408. y— Arcth x '
¢ 2
X l —x

E. Slozene funkcije

In x

1
Y=k 2nx —

X

486. y = arcsin x Arsh x.

11

Izracunajte derivacije ovih funkcija (u br. 409 do 466 treba upotrijebiti pravilo

deriviranja slozenih funkcija s jednim meduargumentom):
408. y = (1+3x—3x7)"°,
Rjefenje. Oznatimo da je |4 3x—5x2 == u; tada je y = u*. Dobivamo:

Yu=30u2,  ul=3—10x;
Je=30 28 (3~ 1033 =30 (1 4 3x— 52320 3 10y .

/ , 3
410. y:(f’fi:—f)A 411, f(y) = Qu+3by)%

412, y = (3+2xH%

3 1 1

. -
24(2x—1)°

4002x—1°%

a4, y=-J1-x2 415, y = Ya+bx.

416, y = (a’P—x2p0 417,

y = (3—2sinx)".

Rjesenje. y" =5 (3—=2sinx)* - (3—2sinx) =5 (3—2sinx)* - (—2cos x) = — 10 cos x (3—2 sinx)4.

i
418, y=tgx— —t1g’x+ b tg® x.
3 5

420. y =2x-+5cos’x.

419. y = Jetgx—Jetgo

421*, x = cosec?t+sec? 1.

422,

424.

426,

428,

430.

x [ xY
Rjesenje. y" = cos 3x - (3x)" — sin 0 (;) +

432.

434. f(1) = sintsin{t+).
X
436. f(x)=actg—.
a
438. y = arcsin 2x.
Rijes Q.
fesere: Y = T a B T e
L
439,y =arcsin —.
X
1
441. y = arctg —.
X
442, y=5e
445. y = x’107~
447. y = arccose”.
449. y = lgsinx.
458, y =In"x—In(Inx).
453. y = arctg(lnx) + In(arctg x).

4%

TABLICNO DERIVIRANJE

1
6(1—3cosx)®

35inx—21:0sx
y=\y——"

fx) =

y = \/Il +-arcsin x.
1

arctg x|

; —

y=3Y2e"=2"41+In’x.

y = sin(x2v5x+l)+tg—a— .
X

423.

425,

427,

429,

431.

1 — T
— (Vx)’: 3 cos 3x— 5 sin

cost}x

433.

435.

437.

440.

442,

S
IS
o

446.
448.
450,

452.

5t

1 1

av = 3 v
3cos’x  cosx

v=13sinx+

T
COs™ X

v = +arctg x — (aresin x)°.

y = \/xe"+x.
. X -
y=sin 3x+cosg +tg\/x‘

x 1

;+2 x cos? V;c

f(x) = cos (ax -+ p).

~ l4cos2x

 f—cos2x

1
y=— Lcos(sz) — ~cosx’.
20 4

J(x) = arccos \/;

1+x
y = arcctg——.
1—x

f(t) = tsin2".
y=InQ2x+7).
y =In(l—x%.

y = In(e™+ 5sin x —4arcsin x).
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455%*, y = sin” Sxcos® -

457.

458.

460.

462, y=%i/x—z+l7§x 9/;+ g—x 3/;_2+1—63—x23/;

463.

464.

466.

467.

468,

470.

472.

473.

474.

475.

4786.

DERIVIRANJE FUNKCIJA

F. Razne funkcije

2 X

e 5 101
4(x=3* 3(x—3P 2(x=23)°
ye E
8(1—xH*
y = X
az\/az+x2.

1 1 —
Y=g V) BERAESE
41/le
y:— —
3 Nx+2
<a+bx">"’
y=—"1.
a—bx"

456, y= —

459.

461.

9 3 2 1
Y= 5 2t 3 :
S(x+2)° (x+2)%  (x+2)  2(x+2)?
y=(a+x)Va—x.
z=y+ V.
x= L
V2ay-yp*

y=In(/1+e 1) —In(1+e +1).
y = icos3x(3 cos? x—5).
15

. (tg®x— D (tg*x+10tg? x + 1)
3tgdx

y = tg2 5x.

11 4

2Ax—2?% x-2

“\/2x2~2x+1

X

3
X

3V (1 +x%)?

465. y = x*(a—-2x>)".

469. y=(x+a)(x+b)(x+0).

471, f() = Qi+ D Gr+2)Y 3 +2.

1.
477. y:~2—sm(x2).

478.

480.

482.

484.

486.

488.

490.

492,

493.

495.

497.

498.

500.

562.

504.

506.
5068.

516,

TABLICNO DERIVIRANJE

y= sin? (1%).
b3
p=-—tgtx—tgx+x.
3
y = Jasin® x+ feos’ x.
I .
y = 7(arcsm X)” arccos x.

y = arcsin .
14x2

! 1rcsin<x\ﬁ—>
Jb a

_ o
y = xJa?—x? +atarcsin .

a
1 . 1 —
= <x—— ?>arcsm \/;+ ;\Eg~x~,

y = In(arcsin Sx).

=
I

<2

X sino
y = arctg—.
1—xcoso

x
b—x

y=3b" arctg\/

- 1
Y= — \/Zarcctgv~g—x_—~ X.
\/2

sinx

y=ce
F (1) = e"cos 1.

y= = e "(3sin 3x —cos 3x).
10

y =-fcosxa ",

y =In(ax*+bx+o).

y=x—2x+2In(1+/x).

479,

481.

483.

485.

487.

489.

491.

494.

496.

— 3b+20)Vbx—x*.

499.

501.

503,

505.

507.
509.

511.

. 2 -
y = 3sinxcos” x+sin’ x.

Ccos x + 4 otg
- —ctgx.
3sin®x 3

y =

y = arcsin x” +arccos x°.

2

. X
y = arcsin——.
X

arccos x

\/I—XZ.

TS 5 .X
y =Ja?— x>+ aarcsin .
a

y = arcsin (In x).
Stg X +4

y=-—arctg .~
3 3 ’

Ftx) = (2ma™ + b)".

20X

_ (asin fx —ficos fix) e
ot +p?

n_—x?

y=x"a

1
y = 3ctgx .

y = ]n(x-{—\/; +.\‘2)‘

V= In (a + x4+ 2(1);1)(2).



54 DERIVIRANJE FUNKCIJA
1
512, y=-—. 513,
In“ x
5
s1ar. y =2 515.
(x+ 1)’
516. I +lInt
e ntgx.
2sin? x
X /5 3 (12 ST 5
517. y = 'T\/ x'—a’— 7ln (x+/x*—a?).
518. y =Inin(3—2x%). 519.
2 2 "
520, y—In YL EA T 521.
JxP4a?—x
. by
522. y = x‘sm<1nx— ——>‘ 523.
4
- /241
524. f(x)=+/x'+1—In v+ 1 525,
pe
526. y = 2" 34 (1 —arccos 3x)%. 527.
: tg +2—-v3
528. y = Tg“‘“ SR 528.
YT g -;~+2+\6
. 1., .
530. y =Inarcsinx+ 7111 x+arcsinIn x. 531.

//—v

/5 X e
532. v = }/——arctgu.i 4 },A,]ﬁ 1

1

“\/2 6 x+1
f4fsinxe o -
533. y=1In ~—l§m—i +2arctg \/sin X.
L= sinx
3, x*+1 ¢ —
534. y=-"In 9cz+ + Rl ln—)i~—L + -wlmarctgx
4 x°—1 x+1 2

1 T _
535. f(x)= —In(l+x) -Gk L aretg !

3

/3

A

I
y = Incos ==,
X
x—1) (x-2
y=In L),Ll
x—3
y = 5In®(ax+ b).
y ="y (x2—¢12)+£-ln x=a
2 2a x+a
y=—In tgiE LEO:—X
2 2 sin” x

V= —-In e

30 xP4x+ld

sin ax .3
p = 3o0br L sin” ax
’ 3 cos® bx

y = arctgln x.

1
y = arctgin —.
X

i
NG

536.

538.

548.

542.

544.

548.

547.

548.

549.

550.

551.

Rjesenje. f'(x) = e (—3sin 3x) — e~ cos 3x;

552.

553.

554.

TABLICNO DERIVIRANJE 55

fix) = fjmsmf Fin—x2. 537. y = sh®2x.
1—x~
y = ¢ ch fix. 538, y=th’2x.
2
X
y = Insh2x. 541. y = Arsh—.
a
y = Archlnx. 543. y = Arth(tgx).

545. y = Arth-—— .
I+x

y = Arcth (sec x).
= i(xz— 1) Arthx+ -L\'
Y 2 2

y = <Lx2 + L> Arshx — LN
2 4 4
{zracunaijte y’, ako je
a) y=|x; b) y = x|x|.
Koﬁstruirajte grafove funkcija v iy’
Izratunajte y’, ako je
y=ln|x] (x#0).
Izracunajte f'(x), ako je

1—x za x <0,

J(x) :{ -x

e za x>0.
Izracunajte f'(0), ako je
f(x) = e Fcos3x.

f0) =e*(—3sin0) — ¢®cos Q==—1.

f(x) = In (1 4x)-+arcsin %— Tzracunajte f'(1).

d
¥y = tg"ff—. IzraCunajte (—l) .
6 XJ)yln

Izra¢unajte f,(0) i f_(0) za funkcije:
a) f(x)=sin(x");

2
azx.
7>

d) f(x) = xzsinL, x#0; f(0)=0;
X

b) f(x) = arcsin e) f(x):xsinflv, x#0; f(0)=0.
X

at+x
O f(x)=—"p, x#£0; f(O)=0;
l+ex
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361.

362.

ODGOVORI

361

% =03 %, =3. Uputa. Jednadiba ' (x) = f (x) za zadanu funkciju ima oblik 3x? = x3.

30 my/s. 363. 1,2,

364.

—1. 365.

—1
BECHES -

Xo

366. —1; 2; tg ¢ = 3. Uputa. Koristimo se rezultatima primjera 3 i zadatka 365.

367.

370.

372.

374.

376.

378.

380.

382.

384.

388.

390.

382.

394.

396.

S AR i
Rjesenje.  a) f'(0) = lim lﬁi = [im ;7 === oo}
Ax—0 Ax Ax—0Y Ox
lﬁ/,_*_
I+ Ax—1
b)  f(1) = lim wir": lim - =+ oo;
Ax—0 x (>
X Ax Om
i 2k+1
cos m Ax .
. (2k+1 |sinAx]
¢ ff—{—— = |=lim = = —
2 Ax—>~0 Ax Ax—>~0 Ax
. {2k+1 . |sin Ax|
S — = lim ——— 368,  Sxt—12x242,
2 Ax-—>+0 Ax
2
2ax--b. 371, — 15% .
a
5
matm=t4-b (m+-n) pmn-1 373. _gax:‘ .
Va2 1 b2
- 1 3
- 375, 2x P —5x% —3xt
x
g =2 28 45 2a
—x 3, Uputa, y=x2x% =x3 , 377. T,
3 Y 3x2Vx  3x i/x2
be—ad — 2x% —
_pe—ad 379, 2625
(c+dx)? (x— 5x+ 5)2
1—4x 381 1
X Qx— 1) " VEa— e
5 cos x—3 sin x. 383. 4 .
sin? 2x
-2
———— | o 2 q1
(sinx—cos )t 388. *sinze.
¥ =0. 387. ctgx —— .
sin? x
. x
arcsin x - ——-— | 389. xarctg x.
/ 1 —x?
x%* (x+7). 391, xex.
-2 446
e 303, X%
x ox
e*(cos x —sin x). 395, x2%ex,
1 —
e* (arcsin + ) 397. * @2 Inx 1).
= 0t x

3

369.

1
— 2 — 245,
3 X X

441

388,

400.

402.

404.

406.

408.

411,

413,

415.

418.

420.

422,

424.

4286.

428,

430.

433.

435.

437.

440.

1
Arsh x b ————
1+4-x?

_.___1 arc sin x.
Y=

1+ 2x Arcth x

(1 —a®)?

12ab+-18b%y.

x2—1
Q2x—1p "

ba?

1—tg?x+tgtx

cos®x
2—15 cos® x sin x.

sin x
(1—3 cos x)*

3 cos x+2sin x

2 15 sin x~10§§'
1
2)1=% VT farcsin x
—1
mwx% (arctg x)?
2e%—2%In 2 ;5 In® x

3YeF e x

—o sin {ex+ B).

Ccos x

sin® x

x cos 2x% sin 3x2,

—1

2Vxsw

ODGOVORI
3x%ln x. 359.
21 1
nx 2 408,
xIn10  «x
2x ch x—x? sh
XCNX—Xx Sﬂ_x‘ 4@36
ch?x
— sh x ch
J(xinx+shxc x). 405,
x In? x-sh?x

407.

410.

412,

414.

416.

418,

4z1.

423.

425,

427.

429.

432.

434.

438.

439.

441.

2 lnx 2

x  x* x?
sh x+x ch x.

—th® x.

_2x2

=

x—Yx*—1 Archx
x2V9c2—-—1 )

3a {ax+b\?
e\ e
165 (3-+2x2)%

2 sin?x WE{;T[
— 16 cos 2¢

Tsind 2

sin® x

costx
Jeosx 3sinx

3Veinx  costx

1 3 (arcsin x)?

2 (1+x® I/arctgx l/l—x2

e*-fxe¥ 1

sin 2t+¢).
—1

X
sin? —
a
—2
x ]/xawi ’
—1
14 %27

389

. Uputa. x = sin~2t+cos 1.
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—1
442. m . 443.  — 10xe-¥* .
444. —2x5*n 5. 445, 2x 10%* (1 4-x In 10).
446, sin 204 27 £ cos 2t In 2. sy, a8

l/; S 2x-++7
449, cigxlge 450, 451, 2Inx 1
T—x2? x xInx’
X

452, (6" +5cos x) J1—x2—4g 483, 1 + 1 .

(e*+5sinx—4 arcsinx) [/1—x? (IeHIntxyx - (14x7) arctg x

1

454, !

_ﬁ_"'“ﬁ_‘_*‘ -
2 linx+1 2 (fxtx)

e ; x
455. Rjefenje. vy =(sin® 5x)’cos? E) +sin? 5x (cosﬂ ;)/:3 sin? 5x cos 5x-§ cos’i +
3

. x Cox\ 1
=+ sin® 5x - 2 cos 3 (—sm -) ?=15 sin? 5x cos 5x cos? ;:-—é sin® 5x cos% sin z .

3
456 4x+37 x*+-4x—6
3 Gz 457, —
(x—3)
i x2
460. — . 461, ——— |
l/ (@ +x2p V 1427
1

464 —
4

Va=1r7GT28
2abmnx"-1 (g4 bxtym—1

(a—bxrym+1

466.

3x242 (@+b+c)x+ab+befac
2t ) (rry

469.

471 2Tt + VT

474, sin® x cos® x. 475, ‘;“
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