ZADATAK 4.

Sada, uo¢imo da

@)~ f-)
r——1 r+1
ne postoji ! te stoga funkcija f nije derivabilna u xg = —1.

Izracunajte derivacije sljede¢ih funkcija:
(a) f(z) =a* — 523+ 322 + 22 — 4

(b)f(x)=5\/5+%—3€/ﬁ+3/5

Rjesenje.

(a) Primjenom pravila za deriviranje sume funkcija, dobivamo

f(z) = (:c4 — 5a3 4+ 322 + 20 — 4)/
= (¢4 — (52%) + (32" + (22) — (4)'
= 42° —5(32%) +3(22) +2(1) -0
42 — 1522 + 62 + 2.
(b) Napisemo prva tri izraza u obliku opée potencije pa imamo
1
\/:E::L'%, S—ﬁ:x_ , Va2 = 1%,
Primjenom pravila za deriviranje sume i opée potencije, slijedi
/! /
Fla) = <5f+f_3w+f) (= +4< 5 <5 (at) + (V5)
1 1 4 6
2\/> 3%\3/5 5\5/ 3 '

— 5 - 2 — 4. —
2

(c) Iz istog razloga, kao u prethodnom primjeru, napisemo sumande u obliku opcée

potencije i dobivamo

@) = (21:,3+§4—215>,:;(°””_1),+3(x_4)/_<215>,

W=

w\%
ol

+0=

3.2,
5"

OO

1
Promatrajmo niz s opéim ¢lanom a, = —1 — %, koji slijeva konvergira ka —1. Pri tome za odgovarajuéi niz funkcijskih vrijednosti
vrijedi
. flan) = f(=1)
lim ——M——~ = —
n— oo an +1
S druge strane promatramo li niz s opéim ¢lanom a, = —1 4 %, koji zdesna konvergira ka —1, za odgovarajuéi niz funkcijskih vrijednosti
vrijedi
. flan) = f(=1)
lim ———= =1.
nTee an +1

Prema definiciji limesa funkcije u toc¢ki zakljuc¢ujemo da

o @) = FD)

z——1 z+1

ne postoji.



ZADATAK 5.

ZADATAK 6.

1 12

= -1 (x_Q) + 3(—4) (ZL‘_S) +0= To2 5

2

(d) Analogno, napisemo dani izraz u obliku opée potencije

\/ x\/ zVa3 = \/5\4/ aVad = 2z Vad = rIpizs = gs.

Deriviranjem dobivamo
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Izra¢unajte derivacije sljedeé¢ih funkcija:

(a) f (z) = logy = + 3
(b) f(z) =2sinz —3cosz +sinm

(c) f(x) =tgz — ctgx.

RjesSenje.
Primjenom pravila za deriviranje sume funkcija, te formula za deriviranje eksponenci-
jalne, logaritamske i trigonometrijskih funkcija dobivamo trazene derivacije.

(a)

1
/ — 1 €T l: 1 / T /: zl — zl .
fi(@) = (logyz +37%) = (logyz) + (3%) = — — +3"In3 =5 — +3"In3
(b)
f'(x) = (2sinz —3cosz +sinm) =2 (sinz)’ — 3 (cosx)’ + (sinw)’

= 2cosz —3(—sinz) +0=2cosx + 3sinz.

f'(x) = (tgz —ctgz) = (tgz) — (ctgz)
o -1 1 1
~ cos2z  sinfx  cos?z | sin’x
_ sin? z + cos? x _ 1

cos2z-sin®zx  cos?x-sin’x’

Izracunajte derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x) =cosz-ctgx

(b) f(z) = (1 —2?)logz

(c) f(z) =e” -sinz + cosx.

Rjesenje.



ZADATAK 7.

Koristimo pravilo za deriviranje produkta dvaju funkcija.

(a)

f'(x) = (cosx-ctgz) = (cosz) -ctgx +cosz- (ctgz)
. -1 . CoS T Ccos T
= —sinz-ctgr+cosxr: —5— = —sinx - — - —
sin” sinx  sin®xw
1
= —cosac(l—i— 5 )
sin” x
(b)
ff@) = [(1- 1'2) logw]/ =(1- :L‘2),10gx + (1 - x2) (logz)
= -2zl 1—2? :
a:oga?—i—( x)q:lnl()
()
f'(x) = (- -sinz+cosx) = (%) -sinz +e* - (sinx) + (cosz)’
= e’sinx +e“cosz —sinz = (* — 1)sinz + e” cos .
Izra¢unajte derivacije sljedeé¢ih funkcija:
2z 43
(@) f @)= =
sinx + cosz
b =—
(b) f(2) sinx —cosz
(€) f () = 7
¢ x) =
1 — a2
1—-3"
d = :
@ f @) = 15
Rjesenje.
Koristimo pravilo za deriviranje kvocijenta dvaju funkcija.
(a)
Fla) = 20 +3\"  (2z+3) - (z+4)— (2z+3) - (z+4)
- \z+4) (z +4)2
2 (z+4)—-(2x+3)-1 2x4+8-2xr-3 5
N (x +4)2 N (x+4)2 C (z4+4)%

fa) = <sinx+cosx>’

sinz — coszx

(sinz + cosz)" - (sinz — cosx) — (sinz + cosx) - (sinz — cosz)’

(sinz — cosx)?

(cosz —sinz) - (sinz — cosx) — (sinx + cosx) - (cosz + sinx)

(sinz — cosx)?



—sin?z + 2sinzcosx — cos?x — sin?z — 2sinz cos & — cos?

B (sinz — cos z)?

—2(sin® z + cos®z) -2

(sinz — cos z)? (sinz — cosx)?’

fl2) = Inz \’ lnx) (1—2%)—Inz- (1 —22)
1- 22 (1— 22)2
1 1—a? + 2271
—(1-2%) —Inz-(—22) v
= Z _ T
(1 —22)2 (1 — 22)?
B 1—22+222 Inx
N z(1 — 22)?2
(d)
Pl = 1-3" ’:(1—3w)’~(1+3x)—(1—3$)-(1+3x)'
1437 (14 37)2
 (=3"In3)(1+3%) — (1 -3")(3*In3)
B (1+37)2
_ —3"In3-3*In3-3"In3+3*In3
B (14 37)2
. —2-3"In3
(14 37%)2

ZADATAK 8. Izracunajte derivacije sljedeéih funkcija:

(a) f () = (a? + 5)?
(b) f(2) = Vot 2y

(c) f (z) = logy(2* —sinz)

1+«

() f (&) = aretg ;

Rjesenje.
Koristimo pravilo za deriviranje kompozicije funkcija.
(a) Ozna¢imo h(z) = 23 i g(x) = 2% + 5. Pravilo za derivaciju kompozicije funkcija
glasi
f' (@) = [g(@)]) = (g(x)) - g'(2).

Kako je h'(z) = 322 i ¢/(z) = 22 imamo
f(z) = (2> +5) 22 =3(2>+5)? 2z

Stoga je
f(x) = [(2? +5)%] = 3(a® + 5)% - 22 = 6x(2? + 5).



]

f(z) = [ T 42 ],:\/xii%f ( + 2z
)

T

M(
“ v (1 %)
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f(x) = [log3(x2—sinx)} = (xQ—sin:p)ln?)'(x —sinz)
_ 2z —cosz
- (22 —sinz)In3’
(d)
, 1427 1 142\’
filx) = [arctgl_x] :1 . 2.<1—m>
()
B 1 (1 Q-2 +(1+2)-1
oy ey < (1—a)? )
(1—)?
(1—x)2 2 1

1-—z)+(1+2)?2 (1-2)2 1+

LOGARITAMSKO DERIVIRANJE

Pretpostavimo da je zadana funkcija oblika y(x) = f(z)9*). Derivaciju ra¢unamo na
sljede¢i nacin:

Logaritmiramo funkciju y(z) = f(x)9®) i dobivamo

Iny(z) = In f(2)?®) = g(z) - In f(z).

Sada, deriviranjem dobivene jednakosti imamo

L () = ¢ (x) - In f(z x L "(z
@'y(x)—g() In f(z) + g(x) @) fi(x)
Kona¢no, mnozenjem cijele jednakosti s y(x) dobivamo
"() =y(z)- (¢ (z) In f(x 9@) "(z
V@) =3ta)- (/@) wf) + 45 1)

te konacno

V(@) = F(2)@. <g'<z> n flz) + 4T f’<x>) |




sin x

ZADATAK 9. Izracunajte derivaciju funkcije y(z) = x

Rjesenje.

Logaritmiranjem funkcije y(z) = 5% slijedi
Iny(z) = Inz*n®
Iny(z) = sinz-lnz.

Deriviranjem dobivene jednakosti imamo

——y/(z) = (sinz)Inz+sinz(lnz)

. 1
= coszx-lnx+sinz-—.
T

Mnozenjem cijele jednakosti s y(z) dobivamo

1
y'(z) = y(x) [cosx ‘Inz + —sin x]
x
! sinz L.
y(x) = = [cosa:-lnx—ksmx].
x

Ccos T

ZADATAK 10. Izracunajte derivaciju funkcije y(z) = (sinz)
Rjesenje.
cos T

Logaritmiranjem funkcije y(z) = (sinz) slijedi

Iny(z) = In(sinz)®®*

Iny(z) = cosx-In(sinx).

Deriviranjem dobivene jednakosti imamo
——/(z) = (cosz) In(sinz) + cos z(In(sinx))’

/
y () = —sinz-In(sinz) + cosz - Cf)sx.
y(z) sin x

Mnozenjem cijele jednakosti s y(x) dobivamo

2
, _ sing - In(si cos”
y'(x) y(z) [ sinz - In(sinz) + x|
2
/ _ : cosx | _ n(si cos™ T )
y'(x) (sinz) { sinz - In(sinz) + -

DERIVACIJE VISEG REDA

Ako je funkcija f derivabilna u svakoj tocki zg € (a,b), onda funkciju z — f'(z)
definiranu na (a, b) oznacavamo s f’ i nazivamo prvom derivacijom funkcije f na
(a,b). Ona moze ali i ne mora biti derivabilna funkcija na (a, b). Ako je prva derivacija f’



